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위대한 령도자 김정일 대원수님께서는 다옴파 같이 말씀하시였다. 

«수학은 모든 자연과학의 기초로 될쁜아니근^ Af 히현상을 연구하는데서도 중요한 
수단으로 됩 LI 다. 수학교육을 강화하는것은 자라나는 AH 세대들의 과학적인 >나고능력을 
키위주는데서 중요한 으 I 의를 가접니다.» 

정보산업시대, 지식경제시대에 들어선 오늘 수학외 지식파 방범을 모르고서는 
현대파학파 기술을 배울수도 없고 발전시킬수도 없다. 바로 그렇기때문에 수학은 
모든 자연파학외 기초로 될뿐아니라 사회현상을 연구하는데서도 중요한 수단으로 
된다. 

시대의 변천에 따르는 사람들외 생활파 설천외 요구로부터 수와 도형에 관한 단 
편적인 지식외 측적으로 발생한 수학은 오늘 모든 과학과 기술외 기초로 되는 현대 
수학으로까지 발전하여 왔다. 

수학을 잘 배워 그 방법을 잘 익히면 머리가 트이고 모든 사물현상을 조러있게 
보고 관단하는 힘이 생기며 과학적인 사고능력을 키울수 있다. 

아무러 복잡한 수학공식이나 원리라고 하여도 자기 머리로 사고하고 처옴부터 러 
치를 차근차근 따져가면 그것을 확고하게 습득할수 있으며 높은 수학적지능을 소유 
하면 그 어떤 어려운 문제도 쉽게 풀수 있고 새로운 공식도 발견할수 있다. 

5학년 수학에서는 지금까지 배운 지식들을 높은 수준에서 보는 힘을 키워주면서 
지 수방정 식 과 로그방정 식 , 삼각함수와 복소수, 공간도형 과 련 럽방정 식 , 순렬 과 조합 
에 대하여 배운다. 

우리는 자기 땅에 발을 붙이고 눈은 세계를 보며 조선을 위 하여 배우고 또 배워 
내 나라, 내 조국을 과학과 기술로 빛내이는 앞날외 훌륭한 인재가 되여야 한다. 


2 





















게 I 찬.겨추*9*>잠겨과 포그*9•정겨 



지수방정식과 지수 안같기식 
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제 1 절. 지수함수와 로그함수 


1. 지수함수 




1) 지수식 2" 에서 서로 다른 xi = l , X 2=2 에 대하여 2\ 2" 고 이 
다른가? 

2) 서 로 다른 임 외외 두 X 에 대 하여 서 도 서 로 다른 2" 이 정 
해 지 는가? 


a 가 10[ 아 y 정수일 m 


으 S 표 A [도 [- 


/0) = 그"" 

i 지수함수라고 부 MCK 


SI 


S [ 1^ 지수함수 외 그라프를 그려라. 

(플0[) X 외 값에 따르는 2" 외 값을 표로 작성하면 다움파 같다. 


X 

• • • 

-2 

-1 

0 

1 

2 

• • • 



1 

1 





2x 

• • • 

4 

2 

1 

2 

4 

• • • 


이 표에 외하여 그라프를 그러 면 그림 1-1 과 같다. 




af 0 지수함수 /( x ) = 2"^ 외 그라프를 그려 라. 

f] V 

(SOD f(x) = 2-^ = - 
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외 값을 표로 작성 하면 다옴파 같다. 


X 

• • • 

-2 

-1 

0 

1 

2 

• • • 

rn 

X 

• • • 

4 

2 

1 

1 

2 

1 

4 

• • • 


이 표에 외하여 그라프를 그러 면 그림 1-2 와 같다. 


례 1, 2에서 알수 있는것처럼 지수함수 /0) = 2^외 그라프와 /( x ) = 2 사외 
라프는 J ； 측에 관하여 대청 이다. 




^ 1) 지수함수 = 은 증가하는 함수인가 감소하는 함수인가? 


2) 지 수함수 = 은 어 떤가? 

3) x >0 일 때 우외 두 함수외 값이 부수로 되는 때가 있겠는가? 


_ ® 

지수함수의 성질 

1) 뜻구역은 (-00, +00), 값구역은 (0, +00)0 [CK 

2) x = 0 일 [대 함수값은 7 = 1 이다. 

3) ^ > 1 일 m 증가함수 () [고 0 < ^ < 1 일 [대 감소함수0 [다. 



문 제 

1 . □안에 기호 = , < , > 가운데서 알맞는것을 써넣어라. 

1 ) a>l 일 때 a 노 > a 요이 면 □ JZ 

2 ) 0 < a < 1 일 때 a 소 >a 오 이 면 ^ □ JZ 

3) 1, a >0 일 때 a 노 > a 요이면 ^ □ JZ 

4) ^<JZ 일 때 ^^>^^이면^11111( a >0) 

5) a >1, <1 이면 k □ 0 

6 ) k < 0 , 이면 a □ 1 

2 . a > l 일 때 다음것 을 증명하여 라. 

1) X >0 ^ a^'yl 2) X <0 ^ 0< <1 

3 . 0 < a < 1 일 때 다음것을 증명하여라. 

1) x> 0 ^ 0 < < 1 2) x< 0 ^ a">l 

4. 함수 외 그라프를 번환하여 다옴 함수외 그라프를 그려 라. 

1) 3 ；—2" 2) y =2 ^-l 3) 3 ；= 2"-" 4) 37=8 - 2" 

























5. 다옴 함수외 그라프를 그려 라. 

1) 3；= 3" 2) 3) 3；=0.75'" 


6. /( x ) = a ^ 일 때 다옴 같기 식 을 증명하여 라. 

1 ) / 0 ) • / 0 ) = /0 + 7 ) 

2) ^ = f { x - y ) 

f { y ) 

3) [/0)F = /Oj) 


2 . 로그함수 


[ CQfel 기: 


지수함수 


은 거끌함수를 가진다. 왜 그런가? 


지수함수 f { x ) = a ^ 0 } 거 g 험^ 
y = log ^ X (a ^ I , a > 0) 
뿔 로그함수라고 부 M 다. 


로그함수외 그라프는 지수함수 /(x) = a •""외 그라프와 직선 j;=x 에 관하여 대청 
이 다. 

ai 0 로그함수 j； = iog2x 외 그라프를 그려 라. 

(#0 [) 지 수함수 3^ = 2^외 그라프로부터 3^ = log2X 외 그라프를 그러 면 그림 1-3 
과 같다. 


























ai O 로그함수 3； = iogix 외 그라프를 그려라. 

2 

(#0f) 지수함수 3；= - 외 그라프로부터 j； = logiX 외 그라프를 그러면 그림 

V2 ； 2 

1-4 와 같다. 




1) 로그함수 7 = •^ 와 7 = 1댄1*^ 는 점 0) 을 지나겠는가? 

2 

2) 로그함수 3； = log^x 는 어느 때 증가하고 어느 때 감소하는가? 




가 T \ 


Cq 


로그함수이 성질 



1) 

뜻구역은 (0, +^)()[고 값구역은 (-00, +00)() [다. 



2) 

x = l 일 [[[[ 함수값 S 7 = 0이다. 



3) 

a > 1 일 m 증가함수이고 0 < a < 1 일 nH 검*소함수이다. 

J 


제 


. 다옴 안같기식이 성립하자면 


어떤 수여 야 하는가? 


1) log^ 8 < log 


a 


2) log^ - > log 


a 


2. 로그함수 j；=lgx 외 그라프를 러용하여 함수외 그라프를 그려라. 


1 ) y=-\g)c 


2) 7=lg(x+3) 


3) y = lg (- x ) 
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3. 다움 함수외 그라프를 그려 라. 

1) y = log^\x\ 2) y= log 요 x 

2 

4. 다음 두 수가운데서 어느것 이 큰가? 

1) logs? , logs 6.5 2) logi ^ , logi 0.8 

8 4 8 

5. 와 외 그라프는 X 측에 관하여 대청이 라는것을 증명 하여라. 


련습 문제 


1. 다음 함수들가운데서 지수함수를 찾아보아라. 

1) y=2^ 2) y=7t^ 3) y= (—1.5)^^^ 

4) 5) y=0.75^ 

2. 다옴 함수들가운데서 증가하는 함수와 감소하는 함수를 같라내여 라. 

1) y = A ^ 2) J ； =1.1" 3) J ； =0.99^ 

f 1 f 4Y^ 

4) y= — 5) y = — 

W [3) 

3. 3^=2 표외 그라프를 러용하여 다움 함수외 그라프를 그려 라. 

1) J ； —2"-" 2) J ； =2" 수 " 3) y=2^ +2 

4) J ； =2"+3 5) J ； —3 - 2" 

4. 다옴 함수들가운데서 로그함수를 같라내여 라. 

1) 3 ^ =log^3 2) 7 = log；, X 3) j = lg(x - 1) 

5. 다옴 함수들가운데서 증가하는 함수와 감소하는 함수를 같라내여 라. 


1) y=log2^ 2) 7 = 1^84 3) 7 = log42x 

3 3 

4) 7 = l^So.oi 5) y =logooi(10 OOOx + 324) 

6. 다움 함수들가운데 서 죽, X 죽에 관하여 대 청인것 들을 찾아보아라. 



3；=(0. 2)^, 


2) log4 X, log2 X, logo 25 logj 5 X 






















7. 다음 수들가운데 서 1보다 큰것 , 1보다 작은것 을 찾아내 여라. 

- V /스 2 V 산■소크 

1) 1.2 만•구근, 0.75 구 , - , - 

V 2 j v 3 j 

2) log48 , log2 6 , logsO . 2, logi . 52.25 

3 

8 . 다옴 수들을 커지는 차례로 써 라. 



rn 

0.5 

rn 

1) 2■산■구 , 2근, 

5 




Jy 


2) log20 . 6 , log25 , log 1 0.5, log 1 50 

2 2 

9. 외 그라프를 측에 관하여 대칭이동하면 어떤 함수외 그라프가 얻 어 

지 는가? 


제 2 절. 지수방정식과 지수안같기식 


1. 지수방정식 




지수함수외 성질을 써서 다움것을 줄어라. 


1 ) a > 0 , 일 때 a 노 = a 오 k = H ^ 옳다고 말할수 있겠는가? 

2 ) ch b > 0 , a, b ^1, a ^ b 일 때 a 노 = b 노 k=0^ 옳다고 말 
할수 있겠는가? 


2" 수'=8, 3" 수'+3"=1 파 같이 지수식이 들 W 었는 
방정식을 지수방정식이라고 부 M ： F . 


지수방정 식을 풀 때 다움외 명제들을 러용한다. 
a ■때 = a 용띠 (a > 0 , a 7^1) / (x) = g(x) 

b > 0 , ( 2,b 사, f ( x ) = 0 


arT > 방정식 :을 풀어 라. 
- 겨 27 

(풀이) 0 3"-'=3"' 0 X -1— 3 

3' 

따라서 x =-2 


풀이모임 { -2 } 
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aTT ) 방정식 2" 수'- 2"=96 을 풀어 라. 

(풀이) 2" - 2' - 2" =96^3-2" =96^2" =32^2" =2' 


따라서 x =5 


풀이모임 { 5 } 


문 제 

다옴 지 수방정 식 을 풀어 라. (1-4) 

\ - X 

1. 1) 4 =32 

3) 2" 수소 = 3" 수' 

2. 1) 3" 수'- 3"-54 = 0 

3. 1) 9"-4" =2'"-' 

3) 3 -9 니+4니 =4 -3 고니 

V 수= 729 

4. 1) \ 

3버 ^ I 



2) r - r 나 =6 


2) 7 -3 가오 -5 다" 



X+4 


신 ^ 2x+l _^ x~2 I ^ 2x~l 



x+3 


2 ) 


2^-2^ =A 

2 X -1 수 2y-^ = 



2. 지수안같기식 



[지수함수외 성질을 씨서 다음것을 밝혀라. 

1) a>l 일 때 ^ k < S . 

0< a<l 일 때 a 노 < a 모^ k > H 

2) a , Z ? 가 어떤 정수일 때 < b 노 하 k >0 


2료"호>1, 3표"^27 파 같0 [ 지수식이 들 W 었는 안같기식을 
지수안같기식0[라고 부 M 다. 


지 수안같기식 을 풀 때 다움 명 제 돌을 러 용한다. 

a 떠 < a 용미 , a >1^ f{x) < g(x) 

a 떠 < a 용 ^ , 0 < a < 1 ^ f (x) > g(x) 

^ ^ a, b 사 , b > a > 0 ^ f(x)>0 
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ai 1 ^ 안같기식 2 "< 0 . 25 를 풀어 라. 

(SOD 2매. 25 0 2^ <- 0 2^ <2~2 0 x <-2 

4 


풀이모임 (-00 , -2) 


Sf 0 안같기식 3" 수^3"<54를 풀어 라. 

(풀이) 3" 수'- 3" <54 0 3"(3-1)<54 03"<27 0 x <3 

풀이모임 (-^ , 3) 


문 제 


다움 지 수안같기식 을 풀어 라. (1-3) 


1. 1) 3^<- 


2) 6" <216 


3) 0.3" <0.33 


4) 10""'<0.01 


-x\2 


2. 1) 8""'-2" >0.25 


2 ) ( 10 ")^ 0 . 001>10 


3) 누>3 




3. 1) 2" -2"-' >14 


2) 16" 수도 <15-4" +4 


3) 9" +3>4-3 




4) 10"-5-10 ">-4 5) 3 


> 3니 


련습 문제 


다옴 지 수방정 식 을 줄어라. (1~6) 


1 . 1 ) 9^=3 


2) 5" =0.2 


3) T = T^ 


2. 1) 27 






2 ) 


2 


X 


32 

2^ 


3) 4"-3 


X — — XH — ^ 걸 

2 _ ^ 2 ^2x-l 


2 


3. 

1) 

2 다소 + 1 

X ~ 2 

9 

2) 

2X-1 수 2냐 수 2^ 니 = 

：448 




16 



4. 

1) 

2'" +2 

X + 2 

-32 = 0 

2) 

3'" 수 ' +9 = 28-3" 

3) 


4) 

각 a/x-2 수 

16 = 

10 -2 니 


5) 3'^+3'^ = 

= 10 -3" 수" 



X+5 


X+11 


2) 4니+16 

= 10 -2 니 

5. 

1) 

32 니 = 

0.25 

•128 



3) 3" -18- r " =7 


11 





















6. 1) 


3 "+y =12 

3" 수^ = 27 


2 ) 


2 다^ +9^ 수^ =35 


X 


8 니'서 


7. 1) 


다옴 지 수안같기식 을 풀어 라. (7-10) 

4~5 


> 


125 


8. 1) 


rn 

X 

rn 

+ 32<12 

. 4 ； 


； 2 ) 


X 


9. 1) 가>16 


10. 1) 3"" 수 ' < 


2xh~1 ^ 0 V X+1 


4) 9-4^ +5-6^ <4-9 




2 ) 




X 


< 


16 


2 ) 


2x+3 

2 


< 


V 규 


2x-l 


2) 0.2 '니 > 0.2 


I x ~2 


2 ) 


rn 

2 


x ^~ x ~6 / ■엘 \ X +5 

> 


2 


5) 


|x+2| 

2 —I x | 


>9 


3) 52-+1 >5-+4 


제 3 절. 로그방정식과 로그안같기식 


1. 로그방정식 


log2(x-2) = 3, logiQ x + logiQ(x-3) =1 HF 같0 [ 로그식이 
텔 H 었는 방정식을 로그방정식이라고 부 M 다. 


로그방정 식은 로그외 정외와 로그외 성질을 씨서 로그기 호가 들어있지 않는 방 
정 식 으로 고처 서 푼다. 이 때 얻 어 진 풀이가운데 서 로그방정 식 에 같아넣어 0 또는 부 
수외 로그가 나타나게 되는것은 버려야 한다. 

■굴 다옴 방정식을 풀어 라. 

Igx + lg(x + 3) = 1 

(#0[) Igx + lg(x + 3) = IglO 

x(x + 3) = 10 

X 고 + 3x — 10 = (x — 2)(x + 5) = 0 

이로부터 x =2, X —5 
여 기 서 x =-5 는 버 려 야 한다. 
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풀이모임 { 2 } 






































문 제 


다음 로그방정 식 을 풀어 라. (1-4) 

1. 1) 2 log2 X = log2 32 - log2 X 

3) 2(lgx) 고 -Igx^ +2 = 0 

2. 1) log4X + log^4 = 0 
3) lg(log 32 x) = -l 

3. 1) X 소은 " =100 

^ x+y = 29 

4. 1) \ ^ 

\ gx-\-\gy = 2 

ilg(x-y) + lg(7x-8y) = 2 
|lg(x 크 +/)-lg(x^ -xy-\-y^) = l 


2) log3 (x + 5) = log3 ( 2 x - 1) 
4) ( Ig x )^ - Igx ^ +3 = 0 
2) log2 X + logjg x = l 4 

2) log 2 2 =-I 

3 \gx + 2 \gy = 7 

2) i . X 

lg- = -l 

•y 


2. 로그안같기식 


로그식이 들 W 었는 안같기식을 로그안같기식이라고 부 M：K 


로그안같기 식을 풀 때 에도 먼저 로그기호가 들어있지 않는 안같기식 으로 고친다. 
이때 다옴외 성질을 러용한다. 

log, A < log^ B^O<A<BO>1) 

log^ A < log^ B A > B >0 (0 < a < 1) 

"aQ 다옴 안같기식을 풀어 라. 

log2 X + log2 (x - 1) < 1 
(MOD 로그외 외미로부터 

X >0 , X -1>0 

그러므로 x>l 인 값들가운데서 줄이를 찾아야 한다. 
log 2 X + log 2 (x - 1) < 1 

log 2 X(X - 1) < log 2 2 

따라서 x(x-l)<2 즉 

x^-x-2<0 

이 안같기식 을 풀면 -l<x<2 
x>l 이므로 l<x<2 


풀이모임 (1, 2) 
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문 제 

1 . 다움 로그안같기식을 풀어 라. 

1) log3(x - 2) > 1 2) logo 1 (x 고 - x ) > 0 3) lgx + lg ( x -3) > 0 

4) lg ( x -3) + lgx < 1 5) log ^ x ( log2 X +1) ^ 2 6) \ g { ax ^ - Ax ) > lg ( x ^ - 4 x +1) 

2. 함수 = lg ( x 오 一 3 x + 6 ) 에 대 하여 

1 ) j ； = l 로 되는 X 를 구하여 라 . 

2 ) X 가 어 떤 값일 때 ;;< 0 으로 되 겠는가? 

/^ 81 V 에 ^ 

3. 수 一 과 100 000은 어느것 이 더 큰가? 

l 80 j 

4. 다옴 안같기식을 a > l 일 때와 0 < « <1일 때 로 같라서 풀어 라. 

1 X 

x ' 나 ^[7 


련습 문제 


다옴 방정 식 을 풀어 라. (1-3) 

1 . 1 ) 10^2 ~ 10^2 ~ x ) = 1 

3) log , 2 - log2 , 2 = log4 , 2 


2. 1) 2소^^고 


4 

X 


2 ) 8 


3. 1) log ^ 


^[a 




> 0 ) 

X 


4. 다움 련 럽 방정 식 을 줄어 라. 


1 ) 


log 4X - log ,y = 0 
X 고 - Sy + 4 = 0 


3) 


X 고 +/ =29 
lgx-\-lgy = l 


2) log 5 ( x ^ - X + 4 ) = 2 log 5 X 
4) log2 x -61 og ^ 2 = 1 

3) —^ + = 1 

5 -Igx 5 + lgx 

2) log , ( x - a ) + log ^ (2 x -3 a ) = 2 


2 ) 


X ~ 


\l/ = I 

log 2X + log 2 ^ = 3 


4) 


Ig 


xj + 


X 


yj 


0 


log 


f 1 A 

— + —— 
X xy J 
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5. 21g(x + ;;) = lgx + lg;; + lg4.5 일 때 X * 외 값을 구하여 라. 


6. 니""나 , ^ ^ ^ 일 때 x = a 니""나 이 라는것 을 증명하여 라 . 

7. 다옴 안같기식 을 풀어 라. 

1) Igx 고+1 < (Igx 크 -1) 고 2) ^Ig X - 1 < 3 -Ig X 

3) lgx-1 < ^ Igx 고 +1 4) lg^5(x + l) > 1- —lg(2x-l) 

^ 몬 


8. 다옴 안같기식 외 풀이 모임 을 자러 표평 면 에 표시하여 라. 


1 ) 


2 lgy - lgx < 

x - y<l 


2) (Igx) 고 >(lg3；) 


2 


9. ；； = 온느스외 최소값을 구하여라. 

2 

10. 일 때 외 값을 아래에서 찾아보아라. 

1) (7, 17) 2) (13, 17) 3) (7, 15) 4) (15, 16) 


복습 문제 


1. 함수 ;; =2^ - ^2"^ 외 그라프가 원점에 관하여 대청이다. 이때 a 외 값을 구하여라. 

2 . 일 때 - + - = - 임 을 증명하여 라. 

X 3 ； ^ 

3. a 고느2일 때 으!1±으^외 값을 구하여라. 

4. 다옴 방정식을 풀어 라. 


1) 4" 수'- 9-2" 수"+32 = 0 

2) 3" 수' +6-3'-" =29 

3) 4" +6" =r 

4) 9" =3" 수'-2 

5) 4" +9" = 25 " 
















5. 다옴 련럽 방정 식 을 줄어 라. 


1 ) 


2^+2^ =12 , 

4 "- 4 ^ =48 

i 2 ) 

3 ) 

2 가 ^ = 32 

V 

2 다 ^ = 32 


64""+64"^ =12 
64" 수 ^ = 4V2 


6. 다옴 안같기 식 을 줄어 라. 


1 ) 


4^ 


4"-3 


<4 


X 


2) 5-4" + 2-25" <7-10" 3) 2" <3 


X 


4 ) 


1 1 

> 


2 " 수 ' +11 


2^-4 2^-1 


5 ) 


22X+1 수 2^ -15 


< 


11-3""' -31 


6 ) 


4 - 9 "- 11 - 3"-'-5 


>5 


7. 다옴 함수들가운데서 와 같은 그라프를 가지는 함수를 찾아보아라. 



2) 7 = - 

X 


3 ) y = (a>0, a # 1 ) 


4) y = log^x (a>0,a7^l) 


1 — jfix 

8. f ( x ) = log^ - ( a >0, a ^1) 는 m 이 어 떤 값을 가질 때 (1,+^) 에 서 증가 또 

-1 + X 

는 감소하는가? 

9. log32, log3(2"-l), log3(2"+l) 은 X가 어떤 값을 가질 때 같은차수렬을 이루 
는가? 

10. 다옴 방정식을 그라프로 풀어 라. 

1) 고 2) log2 ( x -2) = 5 -x 

11. 방정식 log^ Oxr — 1) + log^ (2x + 1) = 1 이 하나외 줄이를 가지자면 a 가 어떤 값을 

가져 야 하는가? 

12. 방정 식 lg(x -1) + lg(3 - X) = IgO - X) 외 풀이 외 개 수를 따져 보아라. 
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13. 다옴 련 럽방정 식 을 풀어 라. 


1 ) 


log ^ Cx -2^) = 0 
log 2 X + 21 og 20-2) = 2 


3) 



-\- xy -\- = 1 

log^ {?>x + y -6) = log^ (3 x + 3；-6) 


14. 


다옴 안같기식 을 풀어 라. 



Ig 


1 


X 


2 


3) X너다은"^ < a 그: X 그 (a , a >0) 


\ gx-lgy = 8 

2 ) \ . 

log , 7 - log^x +1 = 0 

log2 X + log4 7 + log4 z = 2 

4) log3 7 + 10§9 Z + 10§9 X = 2 

log,z + log,,x + \ og,,y = 2 


2) log«(2x^-8) >log «(x^-3x+2) 
4) 네 og .(4- x ) 가 _^ log ,( l . x ) 


5) ^log^x^+log^x" > logv^ ^ 

15. x = \gt , \ gt ^ =j； 일 때 X 와 j； 외 관계를 구하고 그것을 그라프로 표시하여라. 


16. 안같기 식 4000<|- 1 <5000 에 맞는 자연수 n 을 구하여라. 

17. 다옴것을 구하여 라. 

1) 10§2 x + log2 3^ = 3 일 때 2x+j ； 외 최소값 

2) lgx + lg3； = 2 일 때 一 + - 외 최소값 

X 7 

3) 2x + 3^ = 10 일 때 lgx + lg3^ 외 최대값 

18. Ig Vs — X + Ig 2 = lg(x + 3) 을 줄어 라. 

19. 안같기 식 log 그X고 一 X-2) > log 그 一X 고 +2x + 3) 는 x = •오 일 때 성 럽 한다. 


a 외 값범위를 구하여 라. 
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게 2 용. >9•각용 4* 



일반각과 삼각함수 
삼각함수의 그근^프 
거꿀삼각함수 

사■가■바■저 시 
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제 1 절. 일반각삼각함수 


1. 라 EI 안 




그림 2-1 은 각 0 외 정점을 

으로 하고 반경이 각각 ri , r 2 
부채형 을 그린것 이 다. 

1) 얻어진 부채형들이 모두 
다고 말할수 있는가? 

2) 다옴것이 옳은가? 

^1 _ ^2 _ ^3 _ 

__ __ __ • • • 

n ^2 h 



그림 2-1 


그림 2-2 와 같이 임외외 각 0 외 시작번에 한 점 M 
을 정하고 반경이 rOM 인 활 ■! 


되지 


01- 


비 


a 


r 



를 얻는다. 



(주외) 수 대가 각외 크기를 나타내는 수라는것을 뚜렷이 밝힐 필요가 있을 때에는 
라디 안(또는 QO ^ ad ) 이 라고 쓴다. 

a 라디 안수누 a 

2^^2 라디 안 


^ = r 이면 


r 


1( 라디안) 




















JZ =2 TTr (원 둘레 ) 이 면 


£ 9 TTT 

- = 으 = 2;^ (한바뀌 각) 
r r 

이고 한바뀌각은 도수로 360° 이므로 


2 k =3 Q 0" 



1 라디 안 = 


360" 180" 180" _ 

-=- K 용 -57 

2 n 71 3.14 


노° 1 눈 =1 늘 바디안^ 


17 ' 


45" 


이 로부터 


a 


일^적으로 0°가 
180" 


•a = 0 


71 


a 라□안이면 

6 ^ =그도.^" =a 
180" 


ai 1^ 다옴외 라디 안수는 도수로, 도수는 라디 안수로 표시 하여 라. 

1) 2라디 안 2) 7 t 3) 3.14 4) 90° 5) 12° 30' 

1 OAO 

(SOD 1) 1 라디안 으^이므로 


2 라디 안 


i 또.2 = ^ 

71 3.14 


« 114.6" 


2) = 스또 .; r = 18(r 


71 


1 1 QfjO 

3) 3.14= i 으느 .3.14 ^i 으느 .3.14 = 180" 


71 


3.14 
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4) 90" =^^-90" =- 
180" 2 


5) 12° 30' 



f25^ 

C2J 


o 


이 므로 


12° 3 (T 


71 


180 




문 제 


1. 다옴외 도수를 라디안수로 고쳐라. 

1) 0° , 90° , 180° , 270° , 360° 

2) 30° , 45° , 60° , 15° , 75° 

3) 22° 45' , 157° 15' , 216° 30' 

2. 다옴외 라디 안수를 도수로 고쳐 라. 


1 ) 




—— 71 . 


6 






3 2 

~ TT, ~ 71 

2 7 


2) 3, 6.28, 1. 25 TT , 0. 5 tt , 15. 7 




1. 반경 이 r 인 원에 서 


1) 중심 각이 1 인 활등외 길 이 J 2 은 

JZ = r • 1 

이다. 중심각이 (고인 활등외 길이 
H 을 표시 하여 라. 

2) 원외 면적 은 Ttr 오 이 고 한바뀌각은 
271이 므로 중심 각이 1 인 부채형외 
면적 S 는 




Trr^ 

In 


2 



이 다. 중심 각이 0^인 부채 형 외 면적 S 를 표시하여 라. 
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ai ^ 반경 이 12cm 이 고 중심 각이 60° , -;r 인 두 부채 형 외 활등외 길 이 £파 

— ^ 3 

면적 S 를 각각 구하여라. 

(#0[) 1) a =60° 일 때 60° 이므로 

3 


JI 

!1 = a • r = — • 12=4 k (cm) 

3 

— r^cc = — 12 고 — = 24;r (cm 오 ) 
2 2 3 

(또는 S=—ri = — *12 •4;r = 24;r) 
2 2 

, 4 , , 

2) a = —7r 일 때 
3 

4 

!l = ar= — 7t-12 = 16 71 (cm) 

3 

S=-r^ = --12-167 r = 96 7 r (cm 오 ) 
2 2 


문 제 

1. 반경이 5 crn 이고 중심각이 72°, 12( f 인 부채형외 활등외 길이와 면적을 구하여라. 

2. 반경이 lOcm 이고 중심각이 다옴과 같은 부채형외 활등외 길이와 면적을 
게 산하여 라. 

3 

120° , 270° , -71 , 3.14, 

4 

3. 두 점 A , B 에서 사귀는 두 원 Oi ( r ), 02( r ) 가 있다. ZAOiB=--a 일 때 두 

2 

원외 공통부분외 면적은 원외 면적외 몇분외 1인가? 


2 . 일반각 


평면에서 회전이동은 회전중심 0 와 회전각 0 O 에 외해서 정해지며 회전각외 크 
기는 회전방향이 정방향인가, 부방향인가에 따라서 정수(정각) 또는 부수(부각)로 
표시된다. 




^ 1) 반직선 OX 는 회전이동 0(120^ 



0(-; r ),0(360 °),0(--; r ), 

3 3 

0(-24( r ) 에 외 하여 반직선으로 
넘어간다. 그 반직선을 그려보아라. 
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그림 2—4 

















2) 반직 선 OX 외 회 전이동에 서 회 전각이 한바퀴각보다 작은 각 
은 -7 t < Oo 와 같은 각 00 으로 표시할수 있다. 왜 그런가? 


각을 반직선이 될아간 방향파 될아간 회수까지 생각 of 여 있을수 
었는 히전각으로 볼 m 각의 크기뿔 일반각이라고 부 M ： F . 

일반각 다@파 갈은 모양으로표시된다. 

e = eo + 360 °/： (- 180 °< 00 < 180 °) 

또는 9 = 9q +2% k { - jc < 00 < K ) 

{ k = Q, ± 1 , ± 2 , •••) 
OlHfl 6 o 을 일반각 / 9 의 엄지값0[라고 부 M 다. 


kO 


와 같이 정할수도 있다. 


iT ^ 755°를 엄 지값을 씨 서 표시하여 라. 


(풀이) 755° =35^+360° - 2 

따라서 엄지값 do ~35 


0 


inr 


제 



2 

X 


. 다음외 각은 몇 도인 가? 또 몇라디 안인 가? 


1) 정 방향으로 一바퀴 , 


2) 부방향으로 바퀴, 


1.5 바퀴, 


1르 바퀴, 


1요 바퀴, 


if 바퀴 , 


2솜바뀌 든 각 


2 -바퀴 든 각 

6 


2. 다옴외 각은 각 a 를 어 느 방향으로 몇바퀴 더 돌린 각인가? 

1) 대+360 ° • 3 2) a +360 ° - (-4) 

3) a +2 TT • (-12) 4) a +2 TT -8 

3. 엄지값이 다움파 같은 일반각을 써 라. 


47 °, -22 니, - TT , -0.82 7 r 


O 


4. 다옴 각돌을 엄 지값을 써 서 표시하여 라. 
1) 360°, 421° , 400° , 


1 080°, 


1 360 


0 
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2) -380°, 

315°, 

-450°, 

-726°, 

-1 200° 

q \ 9 

4 

2. 5 TT , 

6. 2 TT , 

19 

2 ^ 후 

IStt 

Jtt 

각그 -T' 

~4. 5 TT , 

-16 7C , 

-3-7 r , 

4 

~12. 3 7C 


5. 첫 번이 같은 두 각 a ,/? 에 대하여 다옴외 경우에 어떤 관계식이 성립하는가? 

1) 끝번이 일 치하는 경 우 

2) 끝번이 한 직선에서 서로 반대방향인 경우 

3) 끝번이 수직인 경우 


3. 삼각함수 




^ 1) 자러 표평 면에 서 원점 0 를 중심 으 


로 하고 반경 이 r 인 원을 그린다. 
X 측외 정 방향파 표족각 0를 이루 
는 반경 OM 외 끝점 M 외 자러표 
가 ( x , y ) 일 때 sin 6 , cos 6 , 

tan 0 를 r , X , 로 표시 하여 라. 

2) 주어 진 각 0 가 일 반각일 때 그 
것을 이루는 끝번 OP 외 한 점 
M(x , j ) 를 잡고 OM=r 라고 하 

면 비 


가 vy 



y X y X r r 

9 9 9 9 > 

r r X y X y 


( 1 ) 


은 OP 에서 점 M 을 어떻게 잡는가에 관계없이 일정하다. 왜 그런가? 


각 0가 일반각일 때 에도 0외 값에 비 (1) 외 값이 각각 하나씩 정해 진다. 
따라서 매개외 비 

y X y X r r 

~ ~ 9 ~ 9 ~ 9 ~ ~ 

r r X y X y 

는 각 0 외 함수로 된다. 


각 e 의 §번의 임의의 한 점을 M(x , J ) 뿔 &고 OM=r 0 0 는 

원정) 라고 oKK 0 [[[fl 0 뿔 ^ 로 보내는 함수볼 시누스 ( sin ) 또는 

r 

시누스함수라고 부로끄 

sin ： 6 ^ ^ 또는 sin0=^ 

r r 
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로 SA [한다. 





















이와 마찬가지로 


cos 

tan 

cot 


sec 



tc 느 

COS 6 = 

_ X 

r 

: 3A f 누스함수 

tc 느 

land ■ 

= y _ 

X 

: 랑?^!스함수 

tc 느 

cot 0 = 

_ X 

: 코랑겐스함수 

re 느 

. 1- T — 

sec 6 = 

. ^ 

X 

: At [칸스함수 


cosec ： 



cosec 6 



를 정 외 한다. 

이 함수들을 통털어서 삼각함■수라고 부론다. 
삼각함수외 정외 에 외하여 


3/4 [칸스함수 


cot 0= - 

tan 6^ 


sec 6= - 

cos <9 


cosec 6 =- 

sin 6우 


려 I ^ 0=210 ° 일 때 함수 sin 6 , cos 6 , tan 0 외 값돌을 구하여 라. 

(#0[) ZMOK=210 °-180 °=30 ° 

따라서 직 3각형 MOK 에 서 


문 제 


OM ： MK ： OK = 2 ： 1 ： V3 

그러 므로 OM=2 라고 하면 M(-V3 , -1) 이 다. 

r = 2 , X V3 , 이므로 

-1 1 

sin 210 ° = —— 

2 2 


cos 210 


tan 210 


-S ^ _ 표 
~~1 1 

-1 ^ ^ 표 

- V 3 V 3 3 



그림 2-7 


1. 0-0, -일 때 다옴외 삼각함수값을 구하여라. 

6 4 3 2 

sin 9 , cos 9 , tan 9 , cot 9 

2. 그림 2-8 을 보고 225 °, 420 ° 일 때 다옴외 삼각함수값을 구하여 라. 

sin 9 , cos 9 , tan 9 
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그림 2-8 



3. 9 =- 


71 

~6 


71 


;r 일 때 sin Q , cos Q , tan Q , cot 0 를 구하여 라 

3 4 


4. 다옴 식을 계산하여라. 


7 


1) (2 sin |; r ) 오 2) 3 cos -; r -5 


sin^TT 


3) 


^ 11 
tan —— 71 


12 


4) 2 cot -; r — ^ 


Sin 


2 


4 . 삼각함수값의 부호 


^WJII 


반경 이 


r -1 인 원을 단위원이라고 부론다. 


단위원 0(1) 에서 각 0외 끝번이 원둘레와 사권 점을 M ( x , y )^} 
고 하면 sin 9 = y , cos 0 =x 이 다. 왜 그런가? 

2) 단위원에서 각 0외 끝번이 원둘레와 사권 점을 M ( x ，30 라고 
할 때 메 X , 3；외 부호를 말하여 라. 
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HI 1 그 sin 573 cos 


7 

- 71 

V 3 J 


외 부호를 말하여 라. 


(mod 573 °= 213° + 360 ° 이므로 이 각외 끝번은 3 사분구에 놓인다. 
따라서 sin 573 ° 외 부호는 -이 다. 

- — 71 = - —-2 ;z ■ 이므로 이 각외 끝번은 4 사분구에 놓인다. 


따라서 cos 


- 71 


외 부호는 +이다. 


ai 2 ^ 식 


0.75 tan 125° 


sin 850 


O 


외 값외 부호를 밝혀라. 


(#0[) tanl 25 ° < 0 (125 °는 2 사분구외 각이 므로) 

sin 850 °= sin (130 °+360 ° • 2) >0 (850 ° 는 2 사분구외 각이므로) 
따라서 


0.75 tanl 25° 


sin 850 


>0 


O 


즉 주어진 식외 값외 부호는 + 이 다. 


Tn 


제 


. 다옴 삼각함수값외 부호를 말하여 라. 


1) sinl 70 °, 


sin —— 71 , 
18 


sin 329 °, sin 753 °, 


sinl 023 ° , 


sin (-— tt ), 

6 


sin 5 TT , 


sin (-635 °) 


2) 우에 지적된 각돌에 대한 코시누스, 랑겐스값돌외 부호를 말하여라. 
2. 다옴 식외 값외 부호를 말하여 라. 


1) 2 sin 프 . cos 프. 
45 45 


23 16 

2) -0. 3 tan —— n cot —— n 

9 9 


3 ) 


tan 520° 


4) - 


0.5 cot 172 


O 


sin 195° 


sin 520° cos 510° 
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련습 문제 


1. 1) 다옴외 도수를 라디안수로 고쳐라. 

57^8^, 40^30^ -30^22^ -18 백^ 

2) 다옴외 라디 안수를 도수로 고쳐 라. 

2 4 

3, ~ 71 , ~2 . 5 7D , — — 71 

1 3 

2. 3 각형의 세 아낙각외 비가 2：3：4 이다. 메 각외 크기를 도수와 라디안수로 표시 
하여 라. 

3. 다옴 각을 도수로 표시하고 ae [0, Stt ] 일 때 외 값을 다 써라 .( n 은 자연수) 


1 ) a 


71 . 

= —— h L71 n 

4 


2) a = (-ir 


3) a = - — + — 4) a =(- l )" —+ — n 

9 8 6 3 

4. 원둘레 를 15 등분한 활등에 대 한 중심 각외 크기 를 도수와 라디 안으로 밝혀 라. 

5. 직경 이 3.6 rn 인 바퀴가 1 분동안에 600 바퀴 든다. 

1 ) 바퀴외 임외외 점외 각속도 ^를 구하여 라. (각속도는 단위시 간동안에 돌아간 
각이 다. ) 

2) 측으로부터 1.2 m 떨어진 곳에 있는 바퀴외 점외 선속도를 구하여라. 

(선속도는 단위시간동안에 이동한 거리이다.) 

6 . 다음 식외 값외 부호를 말하여 라. 


1 ) 


240 

tanl3r5r 


2 ) 


30.25 

sin 638^25^ 


sin 323 〶 3 (y 
cot 440^5^ 


4) 


116cqs130^40 
tan 360^20^ 


f 


7. 다옴 식을 계산하여 라. 



f 4 sin 뜨^ 

2 

f 2 tan 뜨^ 

2 

f 2 co 지 

2 

f 2 cot 이 

1) 

— 

— 

— 

1 4; 


1 6; 


1 6 j 


1 4 j 


2 ) 


V f 


4- 

71 


71 

tsu — 


cot 


1 4 


1 4 


2 


. 71 

Sin — 

V 2 


-4 


71 

COS — 
V 2 


+ 4 cot 


71 

4 


8. 다옴외 명제가 주어졌다. 


3 

1) sinx + cosx =— 인 설수 X 가 존재 한다. 

2 

2) 0니 iS 가 1 사분구외 각이 고 0 스 > iS 이 면 cos a < cos iS 이 다 . 

3) cos a -coSiSKL 이 면 sin ( « + iS )=0 이 다. 

여 기서 옳은것 을 지 적하여 라. 
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제 2 절. 삼각함수으 I 그라프 


1. y = sin X , y = cosx , y = tan x 9 ] 그라■프 




^ 다옴것 이 옳은가? 

각 X외 끝번과 각 x + 2ybr 외 끝번은 일치하므로 이 각돌외 삼각함수 
값은 같다. 즉 


sin(x + IkTi) = sin X , cos(x + Ikrc) - cos x 

한편 전화공식으로부터 

tan(x + ;r) = tan x , cot(x + ;r) = cot x 이 므로 
tan(x + hji ) = tanx , cot(x + kTr ) = cot x 

/ O ± Jl ) = f { x ) 

이면 함수 /( x ) 볼 주기함수, £을 주기라고 부 M ： F . 

보름 주기 £ 은 웃식에 맞는 가장 작은 수볼 텍한다. 


3 sinx, cos X 는 7.71 를 주기로 하는 주기함수이고 tan x, cot x 는 ^를 주 
기 로 하는 주기함수이다. 

주기함수외 그라프는 주기 만한 크기 외 번수구간에 서 그린 그라프부분 
이 되풀이된것이다. 

례 를 돌어 주기 함수 sinx 와 COSX 외 경 우에 는 그라프가 구간 [0, 2;r] 에 
서 외 그라프부분이 되 풀이 된것 이 고 tanx 와 cotx 외 경 우에 는 각각 구 

간 (0, ;r) 에서외 그라프부분이 되풀이된것이다. 

I 2 2 ) 

그러므로 이 구간에서 삼각함수외 그라프부분만 알면 삼각함수외 그라 
프는 다 알수 있다. 


1) J = sinx 으I 그라■프 




단위원둘레를 쓰면 자러표평면에서 점 (X, sinx) 를 쉽게 얻을수 있다. 


각 X에 대하여 점 X를 쩍고 3^측에 평행인 중심측에 sinx 를 쩍 

는다. 이 점돌을 지나며 자러표측에 평행 인 직선돌외 사점점 으로 점 
(x, sinx) 를 얻 는다. 
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그림 2-9 


그림 2-9 에 있는 자러표평 면에 점 (xi，sinxi) 파 (x2，sinx2) 를 찾아 쩍 어 보아라. 
이런 방법으로 함수 j = sinx 외 그라프를 다옴파 같이 그린다. 

® X측에 다옴외 점돌을 쩍는다. 

71 71 71 71 1)71 171 

~ 5 ~ 5 0 5 5 5 *** 5 ? ~~ ? 27r 

2 4 4 2 2 4 


(D 죽에 평행인 원외 중심죽에 시누스값을 표시하는 다옴외 점돌을 쩍는다. 


• 

( 71^ 

• 

r 

7l\ 

, sin 0, 

. 71 

. 71 

. Im 

. In 

sin 

— 

, sin 

— 


Sin—, 

Sin —, •••, 

sin —— , 

sin —— , 


1 2 j 


V 

4 ； 


4 

2 

2 

4 


sin 2 ；T 


(3) 이 점들에서 자러표측에 평행인 선돌을 그어 사점점돌을 얻고 그 점돌^ 

미끈하게 맺는다 . 



71 







(0, sinO ) 



. n \ 
sin — 

4 j 


( 71 

. 71^ 


( 1)71 

. 3; r ^ 


(In 

. l7l\ 

•s 

Sin — 

• • • 

5 5 

•s 

sin —— 

5 

•s 

Sin —— 

u 

2； 


u 

2 J 


1 4 

4 j 


{In , ) 



그림 2-10 


이렇게 그린 구간 [0 , 2;r] 에서외 그라프를 구간 •••, [-2;r , 0], [2;r , An ] , 
[4;r, 6;r], ••- 에서 되풀이하면 임외외 구간에서 j = sirix 외 그라프를 그릴수 있다. 
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함수 ;;=sinx 외 그라프에 외하여 이 함수외 성 질을 알수 있다. 


J 녀 sinx 으 1 그라프으 1 특정 

함■수 J 녀 sinx 으 1 성질 

1) ;；= ±1AK) [에 었다. 

2) 점 x = ^7 ra ： 용근수)에서 X 
축파 사군！다. 

3) 구간 [--+ 2 k TT , -+2 k / r ] 

2 2 

에서 

4) 구간 [ —-^2 k TT , — +2 k/r ] 

2 2 

에서 umi 다. 

5) 원 g 0 에 mm 대 a 이다. 

6) 2 7 r 볼 주기로 oKM 도[풀이 
된다. 

1) 뜻구역 (-oo,+oo), 값구역 [-1,1] 

2) x = ^7 ra ： 응근수)일 [[[| 함수값은 

0 이다. 

3) 구간 [ - — +2 ^ 71 , — +2^; r ] 에서 

2 2 

함수는 증가 m. 

4) 그？건: [ — +2 ^ n , —— +2 ^ ;r ] 에서 

2 2 

각수 m *. 

5) J =sin X 는을 Bj 예다. 족 
sin (- X ) =- sin x (x eR) 

6) 3 ；= sinx 는 주기함수이다. (주기는 
27 rO [ CK ) 



제 


1. 다옴 함수외 그라프는 외 그라프에 어떤 번환을 해서 얻을수 있는가? 그 

그라프를 그려 라. 

1) y =-sinx 2) y =sin(-x) 3) y =-sin(-x) 

2. j^sinx 외 그라프를 다옴파 같이 평 행 이동하였을 때 얻은 그라프를 식 으로 표 
시 하여 라. 

1) X 측외 정 방향으로 1만큼 2) ;;측외 정 방향으로 0.3 만큼 


2) 7~cosx 으 | 그 EI ■프 




단위원둘레를 쓰면 자러표평면에서 점 (x, cosx) 도 쉽게 얻을 


있다. 각 X 에 대하여 점 sinx 는 J 측에 평행인 중심측에 직접 쩍 

을수 있 었다. 그러 나 점 COSX 는 X 측에 놓이 는 원외 중심측에 
있으므로 그것을 j 측에 평행인 중심측에로 옮겨야 한다. 그밖외 
것은 점 (x, sinx) 를 얻을 때와 같다. 그림 2-11 에 있는 자러표 
평 면 에 점 (Xi , COSXi ) 파 (^2 , COSX2 ) 를 쩍 어 보 아 라 . 
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그림 2-11 


이 런 방법 으로 함수 ; ； =cosx 외 그라프를 다옴파 같이 그린다 . 
® X 측에 다옴외 점돌을 차례 로 쩍 는다 . 


0 , 


71 

4 


71 

2 


Im 

T 


, In 


(D X 측파 일 치 하는 중심 측에 코시누스외 값을 표시 하는 점 돌을 쩍 고 그것 을 
J 죽에 평행인 중심죽에 옮겨쩍는다 . 


cosO , 


71 


COS — 

4 


71 


COS — 

2 


lyji 
cos —— 

4 


... , cos 2 ;r 


(D 이렇게 쩍은 점돌에서 자러표죽에 평행인 직선돌을 그어 그 사점점돌을 얻고 
그 점돌을 미끈하게 맺는다 . 


(0, cosO ) , 


( 71 

71^ 


( n 

n\ 


COS — 


형 

cos — 


4 ； 


u 

2j 


- , (2; r , cos 2; r ) 



그림 2-12 

이렇게 그린 구간 [0 , 2 ;r] 에서외 그라프를 구간 •••, [-2 7 r , 0 ] , [ 27 r , 47 r ] , 

[ 47 r , 6 TT ] , ••• 에서 되풀이 하면 임 외외 구간에서 j^cosx 외 그라프를 그릴 

수 있다 . 

함수 J^^COSX 외 그라프는 다움파 같은 특정을 가진다 . 
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A 


Wi 


y = cosx 의 그라프으 I 특 a 
1) 직선 j^=±lAK)[(HI 었다. 


2) a x =- +k 71 에서 X 축파 사군 I 다. a eZ) 

2 

3) 구간 \_2k 71 , ;r+2 ^ ;r ] 에서 LHH [고 구간 \_ 7r + Ikji , Iji + lkTi ] 
에서 SSll 

4) ym \ aoKM 대 a 이다. 

5) 2;r 뿔 주기로 oKM 도 @0[S 다. 



1. 함수 ;;=cosx 외 성질을 그라프외 특징에 기초하여 말하여라. 

2. 다옴 함수들외 그라프는 3^=cosx 외 그라프에 어떤 번환을 해서 얻을수 있는가? 

그 그라프를 그려 라. 

1) y =-cosx 2) y = cos (- x ) 3) y =- cos (- x ) 

3. j^cosx 외 그라프를 다옴파 같이 평행이동하였을 때 얻은 그라프를 식으로 표시 
하여 라. 

1) X측외 정 방향으로 2만콤 2) 측외 정 방향으로 一 만콤 

4 

4. 와 j^=cosx 외 그라프는 어떤 관계가 있는가? 


3 ) y = tanx 으I 그라■프 




[ 단위원둘레에서 각 X에 대한 랑겐스, 코랑겐스외 값은 그림 2-13 에서 

와같이 중심측에 평행인 접선들에 표시할수 있다. 그 러유를 설 
명 하여 라. 




그림 2-13 
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단위원을 쓰면 자러표평면에서 점 (x, tanx) 를 쉽게 얻을수 있다. 

각 X 에 대하여 점 X를 X측에 쩍고 점 tanx 를 3^ 측에 평행인 접선에 쩍는다. 

이 점돌을 지나며 자러표측에 평행인 직선돌외 사점점으로 점 (x, tanx) 를 얻는다. 



이런 방법으로 함수 외 그라프를 그러면 그림 2-15 와 같다. 



그림 2-15 


함수 3；=tanx 외 그라프는 다옴파 같은 특징을 가진다. 

_ ® 

^ y =tan x 으 I 그라프으 I 특 a 

1) 점 一 + 소; r 에서 우아태로 한없이 ® 는다. (k GZ ) 

2 

2) 점 x = k 7 rmk \ X 축파 사군 I 다. 

3) 구간 (-- + /: ; r , - + 에서 오등다. 

2 2 

4) 원점 0 에 관하여 대칭0 [다. 

5) m 주기로 of 여 도 f 될이된다. 
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1. 함수 ;;= tanx 외 성질을 그라프외 특징에 기초하여 말하여라. 

2. 3 ；=tanx 외 그라프를 x 측외 정 방향으로 3만콤 이 동하고 3^ 측외 정 방향으로 
이 동한것 을 식 으로 표시하여 라. 

3. 다움 함수외 그라프는 함수 3^= tanx 외 그라프에 어떤 번환을 하여 얻을 
가를 보고 그라프를 그려 라. 

1) y =-tanx 2) y = tan (- x ) 3) y = - tan (- x ) 


4) j^=cotx 으 I 그 El ■프 




다음 그림 2-16 은 단위원을 써서 자러표평면에 점 ( x , 
쩍는 방법을 보여준다. 그 러유를 설명하여라. 



이 런 방법 을 써서 함수 3；= cotx 외 그라프를 그러 면 그림 2-17 파 같다. 



-5 만콤 


수 있는 


cotx ) 를 


그림 2-17 
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함수 ;;= cotx 외 그라프는 다옴파 같은 특징을 가진다. 


_ S 

y = cotx 0| 그리■프으 I 특정 

1) 점 에서 아 Hf {우로 한없이 램는다. 

(k EZ ) 

2) g 뜨 + ^; r 에서 X 축파 사군[다. 

2 

3) 구간 ( kTT , a ：+ l )； r ) 에서 나 mi 다. 

4) 원점 0 에 aoKM 대청이다. 

5) 71뿔 주기로 oKM 도[될 0[ S 다. 


문 제 


1. 함수 ;；= cotx 외 그라프외 특정에 기초하여 이 함수외 성질을 말하여라. 

2. 다옴 함수외 그라프는 j ^^ cotx 외 그라프에 어떤 번환을 하여 얻을수 있는가? 

1) y =-cotx 2) y = cot (- x ) 3) y =- cot (- x ) 

3. cot a < 0, sinQ ^> cosQ ^ 일 때 는 몇 분구외 각인가? 


2. y = asin ( Z ? x + c )0| 그라■프 



이제 점 P 외 자러표를 ( x , 


jO 라고 하면 시 누스, 코시 누스외 정 외 로부터 


^ • 

— = sin 







X f n 
— = cos — 



t + 
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첫 식으로부터 


둘째 식으로부터 


x=3cos 

f n TT ^ 

=3sin 

71 

( n 71^ 


=3sin 

( 71 5 ^ 

— t + — 

— + 

t + 


— t + —7 r 


U 3 j 


2 

U 3j 



U 6 J 


그런데 점 P 의 자러표는 각각 점 H 외 X 측에서외 자러표, 점 ^ 외 

측에 서 외 자러표와 같다. 


따라서 점 H 외 운동방정식은 

점 K 외 운동방정식은 


x=3sin 




y =3sin —t + 

l4 



점 H, K 외 운동을 조화진동이 라고 부론다. 

이로부터 함수 3^ =(2sin(te+c) 는 조화진동을 표시 한다고 말할수 있 다. 


월몇 X 


[ 다옴 함수돌외 그라프는 J^^sinx 외 
얻을수 있는가? (그림 2-19) 


그라프에 어떤 번환을 해야 


1) y =3sinx, 


X 


2) y =sin — , 
2 


3) 



7 


= —sinx 
2 


y =sin3x 


y =sin(x+3) 



그림 2-19 
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y = sinx 의 그라프 


1) a>0 인 경우에는 ;；=sinxOf 그라 
프볼 7 축방향으로의 확대 U>1), 
축소 (0<a<l) 변환을 oKM 업는다 . 

2) «<0 인 경우에는 j = U|sinx 의 

그라프볼 X 축에 관하여 대 a 이동 
of 여 얻는다 . 




= sinZ ? X 으 I 그라■프 


1) Z ?>0 인 경우에는 j；=sinxOf 그라 

프볼 X축방향으로먼 mCW ( 0 < b < l ), 
축소 a?>i)H 환을 dm 얻는다. 

2) Z ?<0 인 경우에 j；=sinUHx 의 

그라프볼 ym \ 관하여 대 a 이동 
oKM 얻는다. 



y = sin ( x + c ) 9] 그라■프 


y = smxO ^ 그라프뿔 X 축방향으로 

k | 만중 평행이동하여 얻는다. 

이 [ffl 

c> 0 ： X 축의 부방향 
c< 0 : X 축의 정방향 



ail) 함수 3 ； = 3 sirL 즈외 그라프를 그려라 . 

-^ ^ 2 

(m\) 이 함수외 그라프는 3 ^=sinx 외 그라프를 

® 3 ^ 측방향으로 3 배 확대 하여 jKfeinx 외 그라프를 얻 고 
(D 다시 X 측방향으로 2배 확대하여 얻는다 . 


3|[ 2^ 함수 y 


2 


sin (4 x -0.6) 외 그라프를 그려라. 
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(m\) y=-sin(4x-0.6 ) = -sin4(x-0.15 ) 

2 2 

이 함수외 그라프는 y= sinx 외 그라프를 

® y 측방향으로 一 측소하여 3 ；=-sinx 외 그라프를 그러 고 

2 2 

(2) X 측방향으로 一측소하여 3 ；= —sin4x 외 그라프를 엄으며 

4 2 

(3) 다시 X 측외 오른족방향으로 0.15 만큼 평행이동하여 얻는다. 



. 다움 함수외 그라프는 = 외 그라프에 어떤 번환을 하여 얻을수 있는가? 


1 ) 7 


2 


sinx 


2) y = sin 


7Z 


3) y = 4 sin 3 x 


4) y = sin 


- X 

2 


5) y = sin (-5 + x) 


2. 다옴 함수들외 그라프를 그려 라. 


1) y =sm 


X 71 
— + 


2 


3. 그라프가 다옴파 같은 함수를 식으로 써 라. 


2) 3 ^ = 2. 5 sin (3 x ~1) 


1) 곡선 를 측방향으로 2배 , X 측방향으로 3배 확대 하고 x 측외 부방 

향으로 0.5 만콤 평행이동한 곡선 

2) 곡선 j=tanx 를 X 측방향으로 0.2 배 로 측소하고 ；； 측외 부방향으로 1 만콤 
평 행 이 동한 곡선 


월® 


다옴 □에 알맞는 식을 써넣 어 라. 
임 외외 설수 a, ZH 1 대 하여 같기식 


asinx + bcosx = 오 +Z?^sin(x + ^) 
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가 성 립하는 각 ^가 있다. 


이때 COS(p 




sm(p 




우외 같기 식 을 러 용하여 함수 = asinx + Z?cosx 외 그라프와 최 대 값, 최 소값을 
쉽게 구할수 있다. 


ai 0 함수 J ； = sinx - COSX 외 그라프를 그러고 최대값, 최소값을 구하여 라. 


(#0 [) a = l , 이 므로 


cos^ 


sin^ 


-1 

W7W 


4~2 


> 


ri 


(p 


71 

4 


따 라서 sinx - cosx = V 2 sin 


X — 


n 


4 




3^ 


V 도 si 


in 


X 


n 


4 



최 대 값 Vs , 최 소값 - Vs 


문 제 


. 다옴 함수외 최대값, 최소값을 구하여 라. 


1) y = sin 2 x - cos 2 x 2) y = 3 sinx - 4 cosx 


3) y 



sin —-3 cos — 
2 2 
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2. 다옴 함수외 그라프를 그려라. 
1) y = sinx + cosx 

3) y = sin 2 x + cos 2 x 

련습 문제 


2) y = 4 sinx + 3 cosx 
4) y = Vs^sin — + COS — 


1. 단위원둘레 를 16 등분하고 한 자러표평 면에 

y = sinx , y = cosx , y = tanx , y =cotx 

외 그라프를 그려 라. 

2. 구간 [-2 TT , Stt ] 에서 함수가 정외되지 않는 점을 버러고 다음 함수들외 
그라프를 그려 라. 


2) y = I COSX I , y =0. 5 cosx , y =cos 


3) y = I tan x |, y = 2 tanx , y =tan 
3. 다옴 함수외 그라프를 그려라. 


X 


( n \ 


y =sm 

X - 

71 


V 3 j 

lx 


( K 


71 


, y =cos 


4 


— X 


3x 


( 


, y =tan 

X H - 

71 


1 6 j 


1) y = I sinx 


sinx 


2) 7 =sin I X I +sinx 


4. 함수 y = 3 sm 


2x + - 
4 


가 있다. 다옴외 명제에서 옳은것을 찾아라. 


1) 주기 는 4 7 r 이 다. 

2) 흘함수이다. 


3) 주어진 함 




71 


,=3 sin 2 .의 그라프를 왼쪽으로 一만큼 평행이동한것이다. 


4) 구간 


13 16 

71 ^ 71 

12 12 J 


에서 증가한다. 


5. /( x )= < 2sin 오 x + Z ? siru：■cosx + ccos 으 x 외 최대값파 최소값을 구하여 라. 


4 

6. sina + cosa = —— 일 때 


a 


몇분구외 각인가? 


7. 3 ； = ^^외 주기를 구하여라. 

1 - COSX 


8. 다움 함수가운데서 싹함수이면서 구간 (0, Tt ) 에서 증가하는 함수를 찾아라. 
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1) y = tan x 


2) y = cos (- x) 


3) = sin 



4 ) y = 


X 

cos— 

2 


9. 빗 변 BOScm 인 직 3 각형 ABC 외 정 점 A 에 서 빗 변에 높이 AD 를 긋고 밑 점 D 에 
서 직 각변 AB 에 내린 수직 선분 DE 를 긋는다. 를 ZB=0 외 함수로 표시 

하고 이 함수 3/=/(60외 그라프를 대강 그려라. 



임의의 xQW 대하여 

sinx <10[HS 



— sim： < 
2 


X 


이다. 


2 


이로부 e 나 험수 | Sin 스 .0) 의 그라프 g 다® 같 0( 그린다. 



© ^=±즈오^ j ； =sim ： (x>0)o[ 그 BE 뿔 그린다. 

2 

(2) j ； =sinjc(x>0)of 그라 프뿔 직선 j=± 즈의 사이에서 늘구 ; H 나 

M 구면서 그라프볼 완성한다. 

0 [와 같 S 방법으로 다음 함수의 그라프 B 대강 그려라. 

1) j = -즈 sirLx ：( x 게) 

2 

2) y = (4 - x ) sirLx ：(0 <X <4) 
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3) j ； =2" 색 siruc 










































제 3 절. 거꿀삼각함수 


1 . 거꿀삼각함수 

월 황 1) 그림 2-22 를 보고 같기식 sinx=- 에 맞는 x 외 값들을 찾아내 여라. 

2 

모두 몇개나 되 는 가? 



그림 2-22 


2) 함수 3； = sirix 외 증가구간과 감소구간을 찾아라. 

7Z 71 


함수 j^ = sinx 는 구간 


2 2 


에서 증가한다. 그러므로 이 구간에 sinx 


2 


인 X외 값은 


71 

~6 


하나룬이 다. 


이 값을 arcsin 도로 표시하고 «아크시누스 一 » 이 라고 읽는다. 


마찬가지로 sinx =0.7 
일반적으로 


^71 71^ 

-< X < — 

2 2 


에 맞는 X외 값을 arcsinO.7 로 표시 한다 


sinx = m 


TT Tc ^ 속 ^ X = 3.rcsin//i 

«아크시누스 m» 


2 


2 


ai i) 


arcsm 


2 


을 구하여 라. 


(S0[) arcsin 


( n 

1 

= x 라고 하면 sinx — 

^ TT 

-< X < — 

V 2y 

2 

1 2 l) 


71 


sinx =-—<0 이 므로 X 는 4 사분구외 각이 고 —— 
2 6 


따라서 


arcsm 


2 


71 

~6 
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다음 값을 구하여 라. 


1) arcsin 




2 


2) arcsinl 


3) arcsin — 

2 


4) arcsinO 




함수 j ^ = sinx 는 구간 


거 끝함 


S 

~r 고 


가진다. 



그것을 구하면 


sin X = 3 ； 


^71 71 ^ 

<y< 


.2 2 ^ 
x ^ arcsinj ； (- 1 < ji ； < 1) 

> 다 arcsinx (-1 < x < 1) 


함수 jF^sinx 외 거끌함수 J 녀 arcsin X 를 거꿀시누스함■수라고도 부른다. 


함수 j^^arcsinx 외 그라프는 함수 ^ = sin x 
에 관하여 대 청 이동하여 얻 을수 있다. 


^ 71 

-< X < — 

V 2 2 


외 그라프를 직선 


문 제 

1. 함수 ;；= arcsinx 외 뜻구역과 값구역을 말하여 라. 

2. 다옴 식 에 맞는 X 외 값을 기 호 arcsin 로 표시하여 라. 


1) sinx 


2 


2) 2 sinx =0. 3 


71 71 

-< X < — 

2 2 

71 71 

-< X < — 

2 2 
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3. 함수 j ^ arcsinx 외 그라프를 보고 다옴 사설을 밝혀라. 

1) j^arcsinx 는 증가함수이다. 

2) j^arcsinx 는 흘함수이다. 

4. — 와 arcsin — 외 크기 관계 를 밝혀 라. 

4 2 


월 ® 1) 그림 2-24 를 보고 같기 식 cosx = — 에 맞는 X 외 값들을 찾아라. -H 

2 

두 몇개나 되는가? 



그림 2-24 


2) cosx =- 에 맞는 X 외 값이 득 하나씩 정해지는 구간을 찾아보아라. 
2 

함수 j;=cosx 는 구간 [ O , ; t ] 에서 감소한다. 

그러 므로 이 구간에 서 COSX=— 인 X 외 값은 一 하나뿐이 다. 

2 3 

이 값을 arccos - 로 표시하고 «01■크3시누스 — » 이라고 읽는다. 

2 2 

V3 V3 

마산가지로 COSX =—— (0< x <; r ) 에 맞는 X 외 값을 arccos ——로 표시한다. 

2 2 

일반적으로 


COSX = m 

> X = arccos m 
0< x<;rj «아크3시누스 m » 


arccos 쁘을 구하여라. 
2 
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(#0[) arccos —= x 하면 cos x = — (0 < x < ；7-) 

2 2 

cosx =^>0 이 므로 X 는 1 사분구외 각이 고 x = - 
2 6 


따라서 arccos 


2 


71 

~6 


문 제 


다옴 값을 구하여 라. 


1) arccos 




2 J 


2) arccosl 


3) arccos 


2 


4) arccosO 




함수 j；=cosx 는 구간 [o, ; r ] 에 서 J 외 메개 외 값에 X 외 목 하나 
외 값이 정해 진다. 왜 그런가? 


y =cos X ^ 구간 [ O , ; r ] 에 서 감소하므로 거 
끌함수를 가진다. 그것을 구하면 

cos x = y (0< x <7 r ) 

X = arccos y (- 1 < 3 ；< 1 ) 
y =arccosx (- l < x < l ) 

함수 y =arccos x ^ j=cosx 외 거 끌함수 
이 다. 

함수 3 ；=arccosx 를 거꿀3시누스함■수라고 
부론다. 

함수 jF^arccosx 외 그라프는 y =cosx 
(0< x <; r ) 외 그라프를 직선 = x 에 관하여 
대청 이동하여 얻을수 있다. 



문 제 

1. 함수 j^^arccosx 외 뜻구역 파 값구역을 말하여 라. 

2. 다옴 식 에 맞는 X 외 값을 기 호 arccos 로 표시하여 라. 

V2 

1) COSX = — —— (0 < X < ;r) 2) COSX =0. 9(0 < x < ;r) 
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3. 함수 ;；= arccosx 외 그라프를 보면서 다옴 사설을 밝혀라. 

1) 3 ^ = arccosx 외 그라프는 f -1,1] 에서 감소한다. 

2) arccos (- x ) = 7 r - arccosx 

4. 거끌함수외 정외를 러용하여 다옴 사설을 밝혀라. 

1) sin ( arcsinx ) = x , x g [-1, 1] 

2) cos ( arccosx ) = x , x g [-1, 1] 

5. 다옴것 을 증명 하여 라. 

1) sin (arccos 니새 I - x 고 2) cos ( arcsinx )= 


3) tan (arccos x ) = 


Vl — 


X 


4) cot ( arccosx ) = 


X 

Vi-x 고 




[ 다옴것 이 옳은가? 

같기식 tan X =1로 되 는 X 외 값 


0 


U 


히 많다. 그러나 구간 


71 71 

7 호 ~1 


n 


에 드는것 은 -하나뿐이 다. 

4 


같기식 tanx^l 에 맞는 X 외 값들가운데 서 구간 


arctanl 


^ n 


2 2 


에 드는것을 


과 같이 표시 하고 «01■크랑2!]스» 라고 읽는다. 그러면 

7Z 


arctanl ' 


4 


일반적으로 



tanx = 

= m 




71 

n 

> ^ X- 

= arctan m 


- < 

2 

X < — 

> 


«아크랑켄스 m » 


함수 X 는 구간 

그것을 구하면 


71 71 

7 호 ~1 


에 서 증가하므로 거끌함수를 가진다. 
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1. 함수 ;;=arctanx 외 그라프를 보면서 다옴 사설을 밝혀라. 

1 ) 이 함수는 (- 00 , + 00 ) 에 서 증가한다. 

2) 이 함수는 훌함수이 다. 즉 arctan (- x ) =-arctanx 

2. 구간 (0, Tt ) 에 서 함수 y =cotx^ 거 끌함수 j^arccotx 를 정 외 하여 라. 

3. 함수 j^arccotx, X e (-00, + 00 ) 외 그라프를 그러 고 다옴 사설을 밝혀 라. 

1) J^arccotx 는 (-00, + oo ) 에 서 감소한다. 

2) j^arccotx 외 그라프는 (- oo , 0) 에서 볼록하고 (0, + oo ) 에서 오목하다. 

3) arccot (- x) = 7t- arccotx 

4. 다옴 같기 식 을 증명하여 라. 

1) tan (arctan x) = x 2) cot (arccot x ) = x 


3) tan (arccot X 



4) cot (arctan X 



2 . 거꿀삼각함수들 AK ) I 으 I 관계 




1) 다옴 □에 알맞는것을 써 넣 어 라. 


. i V n n n 

arcsin — +arccos — = — + — = 

2 2 6 3 2 


arcsin —+arccos — 
2 2 


arctan Vs +arccot Vs =CI 
arctan ( —1) +arccot (-1 ) = □ 

2) 그라프를 보고 다움 같기식 을 설 명 하여 라. 


arcsin x +arccos x = — , 

2 


arctan x +arccot x = — 

2 
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그림 2-27 


그림 2-28 























정리 1. 임의의 X G [-1, 1] 에 대하여 다용 같기식이 성 g 한다. 

. ^ n 

arcsin x +arccos x =— 

2 


( SS ) sin ( — — arccos x )= cos(arccos x)=x 
한편 0 < arccos x <7 r 이 므로 

71 71 71 

— —< — -arccos x < — 

2 2 2 

따라서 아크시누스외 정외 로부터 

. 71 

arcsin x = — -arccos X 
2 

arcsin x +arccos x =— 

2 


정리 2. 임의의 X G (- oo , + oo )( H [ 대하여 다음 같기식이 성립한 CK 


arctan x +arccot x =— 

2 


^ arcsin 궁 = arctan 규임을증명하여라. 


( S 0[) arcsin — = 라고 하면 


sin a 


n n 

— < a < — 

2 2 


2 


COS a 


Vl-sin^ a =Jl 


4 


따라서 tana 


simz 3 


cosc ^ 4 


그러므로 a = arctan — 즉 

4 


arcsin — =arctan — 

5 4 


nr 


제 


1. 정 리 2 를 증명하여 라. 

2. 다옴 같기 식 을 증명하여 라. 


49 
























1 4 

1) arctan — = arccos —^ 

4 Vn 


1 2 

2) arccot ( —— ) = 7 r — arcsin —^ 

2 Vs 


3) arcsinx = < 


arccosVl-x 


2 


X G [0, 1] 


2 


- arccosVl-x , x e [-1, 0] 


4) arctan x 


arccot —, x )0 

X 

arccot —— Tc , x (0 

X 


5) arccosx = < 


Vl-x2 

arctan - , x e (0, 1] 

X 


Vl-x^ 

;r +arctan - , x e [-1, 0) 


X 


3. 다옴 식 을 증명하여 라. 

1) arcsin 싼 . arcco / ' 


41 


3) tan (arcsin x 


V 

X 


41 


71 


2) 4 arctan — — arctan 


TC 


a/i — 


X 


2 


X ^ ( — 1, 1) 


239 4 


련습 문제 


. 다움 식을 계산하여 라. 



r 


r 3^ 

cos 

2 arcsin — 

2) sin 

arcsin — 


1 2 j 


1 4 j 


3) sin 


arcsin — + arcsin 


4) sin 


arcsin 


3^ 7 

+ arccos — 


2. arctan ( tanl ) 파 arctanl 외 크기관계 를 밝혀 라. 

3. 다옴 식외 값을 구하여라. 


1) arcsin ( cosl ) 

4. 다옴 같기 식 을 증명하여 라. 

^ 1 1 32 

1) zarctan — +arctan — = arctan —— 

5 4 43 

2) 2 arccos a - arccos (2 q ^^-1)=0 (0< a < l ) 


2) sin 


arctan — 
4 


3) arctan a +arctan 13 =7 r+arctan 


a + p 

\-aP 


a >0, a [3 >1) 
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4) arctan a +arctan 13 +arctan r = 7t (a + i3 + r = a 13 r, a , jg, r >0 


6 . 


7. 


5) arctanS" -arctan3~" 


71 

~6 


5. 다옴 식 을 번형하여 라. 

1) tan(2arctanx) 

3) tan (arctan x +arctan 3;) 

5) sin (arcsin x +arccos y ) 

다옴 같기 식 을 증명하여 라. 


VT 


+ X 


1) sin(arctanx) : 

3) cos(arctanx) = , ^ 

y \ X 

다옴 식 을 증명 하여 라. 


2 


arcsin 오 수 ^ 


2) cot(2arccotx) 

4) tan (arctan x — arctan 7) 

6) cos (arccos x — arccos y ) 
2) sin(arccotx) = -^= 


4) cos(arccotx) 


+ X 


X 


2 


VT 


+ X 


2 


5/1 


2 V 2 12 


제 4 절. 삼각방정식 


1 . 가장 간단한 삼각방정식 


sinx+cosx=0 sin(2x+l)= -1 
파 같이 삼각식이 월 H 었는 방정식을 삼각방정식이라고 부 MCK 


sin X — 171 , cos X — jfi , ten x — m 
파 같 g 방정식은 간단한 삼각방정식이다. 


31[ f) 


sim：= — 을 풀어 라. 

2 


(SOD 그림 2-29 를 보면 구하려는 풀이는 


TC / . 1 \ 5 7Z 

— Oarcsm —), —— 
6 2 6 


71 

— 71 - 

6 


에 각각 2 k TT 를 더 한것 즉 


71 „ , 

x~ — 수 Z 크 /r TC , x~ 

6 


71 

71 - 

V 6^ 


+2k 7t{k =0, 


±1, ±2, 



라는것을 알수 있다. 
둘째 식 을 변형하면 
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x~ ~ — + (^k + V)7r 

따라서 구하려는 줄이는 다움과 같다. 

x=( — l)^ — -\- nK ( n=Q, ±1, ±2, •••) 

6 

이것을 다움파 같이 쓸수도 있다. 

x=( —1) ""arcsin — + n7r 

2 


CD 


sinx =m (|m|<1)0| 불이 


X = (-1)'' arcsinm + n/r , n- 0, ±1, ±2, 





31 2 그 sin2x 


V 조 


2 

(m\) 우외 공식을 쓰면 


를 풀어 라. 


V 조 


2x = (-irarcsin(--).„. 


TC X ^ \ yij^\ TC YITC 




2 


n=Q, ± 1 , ±2,- 


nr 


제 


다움 방정 식 을 줄어 라. 

1) sinx =-1 2) sin2x = — 3) sin3x 

2 


ais) 


cosx=~ 을 풀어 라. 

2 


(a0[) 그림 2-30 을 보면 구하려는 풀이는 


71 


(=arccos —), 
2 


71 


에 2^ 7t 를 더 한것 즉 


71 


71 


2 


4) sin(2x-l)= - 




2 


x= —+2^7r, x= — —+2n7t n=0, ± 1, ± 2,***) 

3 3 

이라는것을 알수 있다. 

두 식을 하나로 쓰면 



71 


X- 


i —+2n 7C ( n=0y + 1, ±2,***) 
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: c 

COSx =m (|m|<1)0| 물이 

X = ±arccosm + 2n;r, n=0, ±1 , ± 2, • • • 

J 

u 




Bl 4^ tanx^A /료을 풀어 라 . 

( 풀이 ) 그림 2-31 을 보면 구하려는 풀이는 

— (=arctan V3 ) , —+ 7r 

3 3 

에 각각 2ri TT 를 더 한것 파 같다는것 을 알수 
있다 . 즉 

x= — ^2n 7C , x= —+ (2^+1) 7C 
3 3 

두 식을 하나로 쓰면 

71 

x= — 수 n 7C , n=0, ± 1 , ± 2 ,* • • 



그림 2-31 




tanx=m 으 | 불이 
X = arctanm + n/r , n=0, ±1, 


± 2 ,*** 



문 제 


다움 방정 식 을 줄어 라 . (1~2) 
1. 1) COSX = -1 


3) cos3x 


V 조 


2 


2. 1) tanx= -1 


2) cos2x = — 

2 

4) cos(2x — 1) = 
2) cos2x = -V 료 




2 


3) tanSx = 




3 . cot X 외 풀이가 X =arccotm+^7r 

4. 다옴 방정식을 풀어 라 . 


4) tan (5 X ~ 1) = — V3 
n=0y ±1, ±2,**0 라는것을 밝혀 라 . 


1) cotx =1 
3) cot2x = -l 


2) cotx = - Vs 
4) cot(2x +5) = —1 
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2 . 삼각방정식의 물이법 

삼각방정식을 풀 때에는 그것을 먼저 가장 간단한 모양외 삼각방정식으로 고처서 
푼다. 


31 2sin 고 X —3COSX =0을 풀어 라. 


(풀이) 왼변을 변형하면 

2(1—cos 고 X ) — 3COSX =0 
2cos 고 X+3COSX — 2=0 

cosx=t 로 놓으면 

2t^^3t-2=0 

+ 2)=0 

t ~ — , t ~ ~ 2 
2 

따라서 cos x = — , cosx = —2 

2 


71 


첫 방정식의 풀이는 x = ±arccos- + 2„. = ±- + 2„., «eZ 




째 방정 식외 풀이 는 없 다. 따라서 


X = 


± — ^-2nn 


n^Z 


문 제 

다음 방정 식 을 풀어 라. (1-2) 

1 . 1) sin^x —2sinx+l=0 

3) 2cos 오 X +5cos X — 3=0 
5) 2sin^x+cos^x =1 
7) sin^ X — 4sin x cos x +3cos^ x =0 
9) sin^+sin^x =l+sinx 


2) tan 으 X — 6=51:anx 
4) Stan 오 X —4 Vs tan x +3=0 

6) 5cos2x =4sinx 

8) tan 근 X +tan 오 x — Stan x — 3=0 

l~5sirL X+2cos 오 X =6 외 모든 풀이 를 


2. 안같기 식 cos X >04- 만족시 키 는 방정 식 
구하여 라. 


ai 2^ 다움것 을 증명 하여 라. 

sin X =sin y < >x = {-lY y^k %, k eZ 

(S0[) sinx =sin3；<^ sinx -sin3; =0 

x+y . x-y 
2cos - —sin -- =0 
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2 


2 



















X + V , X — V 

^ cos — ^=0 또는 sin — ^=0 
2 2 

^ ^ = ±^^2krc 또는 ^ = krc, k eZ 
2 2 2 

이로부터 x=- y ± 7C+2k 7C= - y + {2 k+1) % 또는 x = y+2k % 

두 식을 하나로 쓰면 

x=(-l)^ y-^krc, k gZ 


ai sinx=cosx 를 풀어 라. 

(될 Of) sinx=sin( — -x) 

2 

례 2 에 외 하여 x = {-lY x^k 7C, k gZ 

2 


1)^ x + x 


71 

~2 


k 7t 


^ 가 훌수이 면 왼번이 0이 므로 一^=2n 인 경 우만 보자. 

2 X = — ^2n7r 
2 


71 


X = — K , 

4 


[cm 방범] 


sinx -cosx=0 <^V2 si 


sin 


X - 

4 


0 


71 


X 


71 


야 -^ = (-l) 0 수소 TT 


■ 누 k 7C, (k gZ) 


문 제 

1. 다움것을 증명하여라 . 

1) cosx^cosj x=±y+2k7C, k eZ 

2) tanx ^tanj x = y-^k re, k gZ 

2) cos2x -cos3° =0 
4) tanx = tanl6° 

6) cos(7X -2)=cos(2x+l) 
8) l-cos4x=2cos^x 


2. 다옴 방정식을 풀어 라. 

1) sin3x = -sinl2° 

3) sin4° -cos7x =0 
5) tanx =cosx 
7) sin3x -cos(x - 2)=0 
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ai O 5cosx — 2sinx = 를 줄어라 . 
( 풀이 ) + 2 고 - 4 금 이 므로 


cos 9 " 

인 ^^가 있다 . 

그러면 주어진 방정식은 


V 궁 


sin qv 


2 


V 궁 


COSX cos^ — sinxsin^=l 
cos (x+^)=1 

X = -^ + 2 k 7 C, k eZ 


여 기 서 (p =arccos 


V 궁 


또는 arcsin (- 


2 


V 궁 


)) 


x^-arccos . _ + 2 ^ % , k eZ 

V 궁 


HI 5 그 ) 2 sinx= 2 -sin 2 x- 2 cosx 를 풀어 라 . 


(SOD 방정식을 변형하면 

2 (sinx +COSX )= 2 - 2 sinxcosx 
2 (sinx +COSX )=2 - [(sinx +cosx)^ — 1 ] 
sinx +cosx= ^로 표시 하면 

2 t= 2 -t^ + 1 

+ 2^-3=0 
{t + 3)a-iM) 


t=i 

이 러 하여 주어 진 방정 식 파 동등한 두 방정 식 

sinx +cosx =-3 
sinx +cosx=l 

을 얻는다 . 

그런데 I sinx +COSX I 으 2 이므로 첫 방정식은 풀이 가 없다 . 
둘째 방정식을 풀면 


sin (..증 


V2 


X^- = {-lY-^k 7t 

4 4 


X 유 1) 냐증 . 소 ^, k.Z 
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문 제 


다옴 방정 식 을 줄어 라. (1 ~2) 

, ,, 1 . ^V3 42 

1. 1 ) —smx + —— cosx = —— 

2 2 2 

3) (cosx -sinx) (2tan x +secx +2) =0 
5) cot3xtan5x=l 

2 . 1 ) sin^ 2 x= 6 sinxcosx - 2 

3 

2 ) sin^ X +cos^ x = — sin x cos x (sin 2 x=t) 

2 

3) tan^x —3cos^x=cos2x (cosx=t) 


2) 3sin5x — 4cos5x = 




4) sinx+2cosx=-3 
6 ) tan(x-2)tan5x=l 


31 6 그 sinX +sin2x +sin3 x = 1+cosx +cos2 x-f- 풀어 라. 

(풀이) 왼번을 변형하면 

sin X +sin2 x +sin3 x = (sin x +sin3 x) +sin2 x =2sin x cos x (2cos x +1) 
오른번을 변형하면 

1 +cos X +cos 2 X = (l+cos 2 x) +cosx =cosx ( 2 cosx + 1 ) 

따라서 주어진 방정식은 

2 sinxcosx ( 2 cosx+l)=cosx ( 2 cosx+l) 

( 2 sinx -l)cosx ( 2 cosx+l )=0 
1 - 

sin X ~ — , X ~ ( ~ 1 ) ^ ^ k TC , k gZ 
2 ^ 

71 

COS X ~0, X ~ i — 수 2 TC 

2 


cos X ~ ~ — , X ~ i — 수 2 7t 

2 3 

ai Q) log^(siiix + cosx) = 1 을 풀어 라. 

( 될 Of) sinx+cosx = V 2 


V 2 sin(x + —)= V 2 

4 

sin(x + —)=1 

4 

x^ — = {-lY — +k 7C y k gZ 

4 2 

x=- — ^{-lY—^k TT , k gZ 

4 2 
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문 제 


1 . 다움 방정 식 을 줄어 라 . 

1 ) sin X cos X +sin2 x cos2 x -sin2 x cos x -sin x cos2 x =0 


2 ) sin2 X cos x tan x =0 

3) sin X sin7 x =sin3 x sin5 x 

4) cos^X +cos^2 X +cos^3 x +cos^4 x=2 


5) tan X +tan2 x -tan3 x =0 


2. 방정식 Psinx+2cosx =2P 가 풀이를 가지는 

3. 다옴 방정식을 풀어 라 . 


1 ) 

2 ) 


V3 si 


sin a 




COS a 


X 


(cosx) 


cos3x+2cosx. 


1 


P 를 모두 구하여라 . 


ai 8^ arcsinx = — 를 풀어 라 


( 될 0 [) X =sin (arcsin x) =sin 


71 


2 


31 9^ 4arctan(x^-3x+2) - 7r=04 - 풀어 라 . 
(#0[) 4arctan(x^-3x+2) = TT 

arctan (x^-3x+2)= — 

4 

X 오 - 3x+2=l 

(X ~ 1) (X ~2) =0 

즉 X ~ 1, X ~2 


3i[ 10 



TT-arcsinx^arccosx 를 풀어 라 . 


(#0[) sin ( % -arcsin x) =sin (arccos x 


sin (arcsin x) =sin (arccos x 


X 


Vi — 


X 


2 


2x^=1, X =± 




이것은 주어진 방정식에 맞지 않으므로 풀이는 없다 . 
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문 제 


다움 방정 식 을 줄어 라 . (1-4) 

71 

1 . 1) arccosx= y 

3) arccotx^^. 

4 

2. 1) 6arcsinVx =2 % 

3) 10arccot(3x -1)=5 n 

n 

3. 1) arctan(x+2)-arctan(x 
3) 2arcsin x =arccosx 

sin 고 (x-—) 

, 71 . 4 

tan(x —— ) - 

4. 1) 2 4 -2. 0.25 에크 =1 


2) arctan x = — 

4 

4) Ig (arctan x) +lg (arccot x) = 1 
2) 3arccosx^- % =0 

2) arcsin x =arctan x 

2) logscos X +log 1 (1 — sin x) = 1 


Q 려 런사 ■ 가 ■ 바■저시 

I_ \ td IZZI —I <=> CD —I 

31 1 그 다움 련 럽 방정 식 을 풀어 라. 

tan X - tan y = 2 

< 

x-\- y = TT 

(풀이) 둘째 방정식에서 J ^ TT - X 를 얻고 그것을 첫째 방정식에 같아넣으면 

tan X - tan (re-x)=2 
StanX =2, tanx=l 

X ~ — '누 k TC , k gZ 

4 

ji 3 

y = 7t — { — %) = — 7C — k 7C y k eZ 

4 4 

따라서 풀이는 

{ (― + ^ TT , — K-k K)\k gZ} 

4 4 


af 2 그 


다옴 련럽방정식을 줄어라. 


sin X + sin JI ； = 1 
x + y = 71 


(SOD 첫째 방정식을 변형하면 
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2sin^ cos^^l 


2 


2 


둘째 방정 식 을 고려하면 


71 X — y 
2sin- cos — ^ =1 


2 


2 


cos 




2 2 


^=±^^2krc 
2 3 


x-y=±- 7cHk 7t 


2 

따 라서 2x =K± — TV +4 k TV 


71 71 

X = —± — 

2 3 

다 - 2 

2 y = 7C -\ —— 7i 


7C 


4k 7t 


71 _7l 

수 3 




2k Tt 


그러므로 풀이 


i-T 



(n n n n ^ 


< 

— ± —— h Ikn^ —— 1 - Ikn 

^ G Z > 

V 

U 3 2 3 ) 

J 


1 그 r 


제 


다옴 련럽방정식을 줄어라 . (1-3) 


1 . 1 ) 


tanx + coty 
n 

X + y = — 

2 




2 


2 ) 


tanx - tany 

X + y = TT 


2 . 1 ) 


sinx 


sinj ； 


x +j ； 


2 ) 


71 


2 


3sin(x - y) 
n 


x +j ； 


2 


60 


2 


6sim ： sinj ； 



3. 1) 


tanx - tany = 2 
x + y = TT 


2 ) 


sinx + sinj ； 


2 


x +j ； 


71 


2 


4. ^ 가 어떤 값을 잡을 때 련럽방정식이 풀이를 가지는가? 

2cosxcosj ； cos(x -y) = \ 
x + y = a 


ai 33 


다움 련럽 방정식을 줄어 라. 


smx - sinj ； 


COSX - COSJ ； 


4 


71 


(x- y —— h Ik/r, k e Z) 


4 


(SOD 두 방정식외 왼번을 번형하면 


- — [cos(x + y)- cos(x - y)] = 

1 3 

— [cos(x + j) + cos(x - y)] = — 




cos(x + y)- cos(x - y) 


cos(x + j) + cos(x - y) 


2 


2 


2 


^ + 7 = 

- 2kn, k 드 Z 

(D 

x-y = 

— + Ikn, k^Z 

(D 
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조건에서 —+ 2 ybr 이므로 ©는 풀이가 없다. 


(D 로부터 


y = 2kn - x 


이것을 첫째 방정식에 넣으면 


sin^ X = — , sinx = ± — 
4 2 
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+ k7i, 


k^Z 


y = 2 k 7 r-[{-\Y ± 





+ k7i] = {-\Y^' + 




+ kn. 


k^Z 


따라서 주어진 방정식외 풀이는 




( ^ \ 



(_1) 니 

수^ 1 

+ kn 

k^z\ 


1 6 ； 


j 


문 제 

다움 련 럽 방정 식 을 풀어 라. 

. 1 

sinx cos y = — 

1 ) 4 

1 

cosx cos y = — 

4 


3 ) 


8cosx cosj ； cos ( x - j ；) + l = 0 


x + y = a 


2 ) 


tanx + tan y 
cot X + cot y - 


2 


련습 문제 


다음 방정 식 을 풀어 라. ( 1 - 3 ) 
1 . 1 ) sin6x = sin5x 
3 ) tanx — tan7 x =0 


2 . 


1 ) sin ^ x + cosx + l=0 
3 ) sin ^ x + cos^x = — 



1 + tanx 
1 - tan X 


= 1 + sin 2 x 


2 ) cos 오 X — sin 오 X =sinx 
4 ) cot2x = tan3x 

n 

2 ) sin 오 2x — sin \= sin 오"^ 

4 ) 8sin ^ x + 6cos^x = 13sin2x 
2 ) 6sin ^ x + 3sin x cos x — 5cos ^ x =2 
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3 ) sin2 X = cos2 x — sin ^ x +1 


4 ) sin 간 X +COS 간 x + sin^x + a =0 





























4. a 가 어 떤 값을 가질 때 방정 식 1+sin 오 a x=cosx 는 단 하나외 풀이 를 가지 겠는가 ? 

5. 구간 [0, 270 이 에서 방정식 l+sin2(27(T+2x) = 5sin"(9(T+2x) 은 몇 개외 각이한 


풀이를 가지겠는가 ? 

6. 방정 식 a/i + sinx + Vl + cosx = a 는 a 외 어 떤 값에 대 하여 풀이 를 가지 겠는가 ? 

7. 다음 련럽방정 식 을 풀어 라 . 


1 ) 


X + y = a 

< 

cosx - cosj^ = a 


2 ) 


cos(x y) = 




sin(x - y) 



(0<x, y< 증 ) 


8. 다음 방정식을 풀어 라 . 


1) 81 


sinx 


9 


cos X 


2) 4 


log 1 (sin 고 x+5 cos x sin x+5) 


9 


3) logsinx2 - log , 3 = 1 

olil Ji 


4) sin ( TT Ig X ) +COS ( tt Ig x) = 1 


복습 문제 

1. 다움과 같은 각외 도수와 라디 안수를 구하여 라 . 

1) 원에 내접한 바른 n 각형외 한 아낙각파 아낙각외 합 

2) 1 분에 752 바퀴 도는 치 차가 1 초에 도는 회전각 

2. 다음 삼각함수값을 구하여 라 . 

1) sin210° 

3) tan750° 

3. 다움 식을 간단히 하여 라 . 

COS(-qO sin (90°-a)tan(540°-a) 
sin (- a )cos( a - 270°) cot (180° - a ) 


2) cos( -45° ) 
4) cot( -135° ) 















2 ) 


sm( 7 r + x) tan (tt -x) 


sin 


(3 
2 
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sec 고 (;r - x ) 



rs ^ 

• 

^71 ^ 

cos 

~ TT X 

sin 

- h X 


12 J 


v 2 j 


4. 다옴 같기식 을 증명하여 라. 

1) 1+sin X +COS X +tan x = (1+cosx) (1+tanx) 

2) (tan 오 X-sin 오 X) cot 으 X = sin^x 

3) (cos X -sin x) (cosec x -sec x) = sec x cosec x-2 


4) 


1 - sinxcosx 


sin 고 X-cos 오 X 


cosx(secx - cosecx) sin^x + cos^x 


5. 다옴 식을 간단히 하여라. 


= sinx 


^sin^x(l + cotx) + cos^x(l + tanx) 


7C ^ X ^ ~ TT 

2 


6. tan ( a + iS )=-4. 3, 


0<a<- 

2 


, 7C < 


/바를 


알고 (^ + iS 외 삼각함수값을 구하여 라. 


7. sin a +cos a 일 때 sin^ a +cos^ a ^ 값을 구하여 라. 

2 


8. sin a = — 일 때 \ n 그 - m 그 taruz = ± m 이 라는것 을 증명 하여 라. 

n 


9. 



(^ \ 

n 


(^ \ 

n 



(^ \ 

n 


sin 

- V cc 

+ COS 

— V cc 


sec 

— -a 

-seca 


j 


j 



j 




= secasec — 



-2 


를 증명 하여 라 . 

10. 다옴 함수들외 그라프를 그려 라 . 

1) y = sin X , y - sin(2x + 1) 

2) y - cos I X I ， y - cos 5 x , y - cos (3 x - ; r ) +1 


3 ) y = tan 

X 

, y = tan 

f 2 x - 드스 

. y = 

cotx 




V 3 J 




11. 질점외 운동방정식이 X = cosf -sin^, = sin^cosr 와 같이 주어졌다. 

1) ^를 없애고 와 같이 표시하여 질점외 운동곡선을 그려라. 

2) 네 값이 0 <^<;r 와 같은 범위에서 번할 때 질점은 운동곡선외 어느 범위 
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에서 움직이겠는가? 



12. cosx - sinx< -1 이 라면 X 는 몇분구외 각인 가 ? 

13. 다옴외 조건에 맞는 삼각함수 /x) 를구하여 라 . 


1) /(x ) 는 짝함수이 다 . 

2) 임 외외 에 대 하여 



14. f{x) = - 외 최대값은 M, 최소값은 N 이다 . 다옴 식에서 옳은것은 어느 

C0SX-2 

것 인 가 ? 

1) M-3N=0 2) M+3N=0 3) 3M-N=0 4) 3M+N=0 


다옴 같기 식 을 증명 하여 라 . (15-17) 


15. 


tan a + tan /3 + tan r 


sin(a + y5 + /) 
cos a cos Pco^Y 


=tan a tan /3 tan r 


X-y 

16. (cosx+ cos j ) 오 + (sinx+ siny )^=4cos ^ 수 


17. 


1 + sin2 a 
cos a + sin a 


= Vs 


cos 



18. cos^a+cos^y5+cos^Y+2cosacoSy5cosY=l'^l 성 럽하려 면 a, p, 사이 에 어 떤 관계 
식이 있어야 하는가? 

19. 다옴 방정 식 을 줄어 라. 

1) 5 (sin X +COS x) ^ — 12 (sinx + cosx)+7=0 

2) sin X +sin2 x +sin3 x +sin4 x =0 

3) sin^x (1+ cotx)+cos^x (1+ tanx)=cos2x 

4) tan (K tan x) =cot ( k cot x) 

5) sin X -2sin2 x +sin3 x = 11- 2cosx+ cos2x 
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20. 다옴 방정식을 풀어라 . 


\ ( \sin X—— sinxH 

1) (cos X ) 2 2 


21. 다옴 련럽 방정 식 을 풀어 라 . 


sinx + cosy = 1 

1 ) 

cos2x + cos2j ； = 1 


22. 삼각함수 , 삼각방정식으로 


2) 16관보끄^=에박 


sinx + COSJ ； = sinj ； - cosx + — 
sin2x = sin2j ； +1 

물러응용문제 를 만들고 풀어 보아라 . 


JX 




수 있는 



smx=m(m <1 )로 도[는 ^의 값은 무수많다 . 

이 ; H 럼 om 수모 g] X 의 um 값에 수모잎 Y 의 여 S1 개의 값이 대융도[는 
경우에도 함수 볼 생각&수 었다 . 0[31 한 함수 볼 여러값함수라고 부 M 다 . 

여 31 값함수름 생각면 7 = sin X 는 구간 (-00, +O0) 에서 거절함 7[ 전다 . 

0 [ 거 m 석 Arcsinx 와 같 0 [ SA [ 한다 . 

y =Arcsim：, [-1, 1] , y ^ (-oo, +oo) 

0 [와 Df 찬가지로 함수 y =cosA ： 의 거절함수 Arccosx, 함수 y =tam ： 의 

거절함수 Arctam ： 뿔 생각일수 었다 . 

함수 y =Arcsim：, y =ArccosA：, y =ArctanA ： 의 그라프볼 대강 그 H [고 
그 톡성을 찾아보아라 . 


66 


































게 3 찬. 복소수 



복소수 

복소수의 산법 
복소수평면 
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제 1 절. 복소수 


1. 복소수의 으 I 미 

설수모임에서 2 차방정식 X 고 +a 그 =0 은 풀이를 가지지 않는다 . 

= 0 즉 = -a^ 

모양외 방정 식까지 도 풀이 를 가지 게 하자면 2 제 물한것 이 부수로 되 는 새 로운 
« 수 ) 를 받아들여 야 한다 . 

2 제곱하면 -1 로 되는 새 로운 수 /를 받아들여 그것을 수으 I 단위라고 부론다 . 즉 


/외 제물을 설수에서와 같이 생각하면 




일반적으로 


1, 

n 

= 4k 


n 

= 4k + l 

-1, 

n - 

--4k + 2 

-U 

n - 

= 4k + 3 


( k =0, ±1, ±2 , •••) 


aiO i 


32 


-25 


■4-8 


-28+3 


-I 


2 그 ) 방정식 X 고 +9 = 0 을 줄어라 
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( m \) x " +9 = 0 즉 x " =-9 
그런데 

(3/) 고 = 9-i^ =-9 
(- 3/f =9-f =-9 

이므로 주어진 방정식외 풀이는 3/와 -3/ 이다. 

StI 3 그 그 방정식 X 고+3 = 0을 풀어 라. 

(#0 [) X 고 = -3 

그런데 

( V 공 0고 = ( V 3)^ - /고 = —3 
(- V 료 /) 고 = (- V 공)고 • = —3 

이므로 주어진 방정식외 풀이는 ^/료/와 - a / 궁/이다. 

설수외 매두러 에서는 부수외 2 차뿌리 는 없다고 하였 다. 

그러 나 새 로운 수 / 를 써 서 -9 외 2차뿌러 는 V 그곱 = 3 /, — V ~ 9 = —3 / 

~ 3 외 2 차 뿌 리 는 V ~ 3 = a / 료 i , — V ~ 3 = — V3 z 와 같 이 표 시 하 기 로 한 다 . 그 러 면 
-1 외 2차뿌리는 

V~ 1 — /, ~ V~ 1 — ~i 

1 

일반적으로 a y \ 정수일 때 부수 -a 외 2차뿌리는 서로 반대 인 두 수 a 도/와 
1 

- a^i 이 다. 즉 

1 1 _ 

(-ay = i 또는 V - CL = ^[a i 

1 1 _ 

~ (~^ = ~Cl ^ i 또는 ~ V — G = ~ i 


문 제 

1. 다음 수들을 / 를 씨 서 표시하여 라 . 

_ 1 

1) 4^ 2)-(-0.25)2 

2. 다옴 계산에서 어느것이 옳은가 ? 



V— 4 - V~ 25 = V4 i - - i = 2 - 5 - = —10 

= ^(-4)-(-25) =^^m =10 


4) 



으 

36 
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X 

a+bi = C + di a = 

c, b = d 





그러므로 설수부나 허수부가운데 어느 하나라도 같지 
않으면 두 복소수는 같지 않다. 

복소수는 서 로 다른 글자 a, (5, Y , - 등으로 표시하 
여 구별 한다. 

복소수에서는 설수에서와 같은 크기관계를 생각하지 않 
는다. 
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3. 다옴 방정식을 풀어 라. 


1 ) 


+ 144 = 0 


4) +16 = 0 


2) +13 = 0 

5) +81 = 0 


3) 

6 ) 


49 


0 


~ X + X ~1 = 0 



2차방정식 X고- 4x + 20 = 0 을 풀어보아라. 풀이를 어떤 모양으로 표시 
할수 있는가? 


0- ^)고 +^? = 0 (^? > 0) 모양외 2차방정 식 이 풀이 를 가지 도록 하자면 모양외 

새로운 수가 있어 야 한다. 


(X = a+bi (a, bGR) 

모양의 수볼 복소수라고 부 M：K om a 오볼 각각 a 의 
설수부, 5유수부라고 부로끄 다음 ilh 같이 HA [한다. 

fl=Re OC 5 6=Im a 


히 


/? = 0 인 복소수 a + 0/ 는 설수 (2 와 같다고 본다. 

인 복소수 a + bi 는 설수가 아니다. 이러한 복소^ 
(2 = 0 이고 인 복소수 0 + Z?/ 를 순수라고 부론다. 


CQ 


5유수라고 부론다. 특 




설수 OK)) 

복소수 / ^순 S'! 수 ( a=0) 

(a + bi) \ 수 (At 내) < 

I그박의 &1수( a^O) 


두 복소수에서 설수부와 허수부가 각각 같으면 그 두 복소수는 같다고 말하고 같 
기 기 호 < = > 로 표시 한다. 































유리 수모임 을 Q , 설수모임 을 R , 복소수모임 을 C 로 표시하면 

QCRCC 


문 제 


1 . 다움외 명제 에서 옳은것파 옳지 않은것 을 같라내 여 라. 

1) 수 1 과 수 Z 외 크기 는 같다. 

2) 설 수 ^2, 6에 대 하여 ^2=0이 면 a + bi 는 순허 수이 다. 

3) (2 +/?/= C+ (i/ 이 면 a= C, 이 다. 

2 . 다옴 복소수외 설수부와 허수부를 같라보아라. 

1) a =2 + 3 / 2) a =1+ i 


3) a =4 


2 


4) a i 


3. 다옴 복소수들에서 설수, 허수, 순허 


"T 고 


같라보아라. 


3+0.5/, -6 , 0.12/, 1-, 

2 5 3 



4. 설수 m 이 어 떤 값을 가질 때 복소수 ^ = m 고 - 5 m + 6 + (m 고 - m - 2)/ 가 
1) 설수 2) 허수 3) 순허수 


이겠는가? 


2. 설수결수2；다방정식의 물이 

접수가 실수인 2차방정식 ax'+fcc + c = 0( a ^0, a , Z ?, ceR ) 은 복소수모임 C 
에서 늘 풀이를 가지는가? 그 풀이를 어떻게 표시할수 있는가? 


관별식 

줄이 외 개수 

줄이 모 임 

D > 0 

0 = 0 

D < 0 

서로 다른 설수풀이 

한개 외 설수풀이(겁풀이 ) 

서로 다른 두개외 허수풀이 

r_ _|_ Vd _ b Vd ) 

^ 2a 2a ^ 2a 2a ^ 

2^} 

^ 2a 2a ^ ^ 2a 2a ^ 

(D =b 오 - Aac ) 



aT ^ 다옴 방정식외 풀이를 관별하고 풀어 라. 

~ 2x + 5 = 0 
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(aO[) D =(-2)"-4 • 1 • 5 = -16 < 0 

이므로 방정식은 2 개외 허수풀이를 가진다. 

이 방정식을 풀면 

X J 2 " 1 ± — i = 1± 2/ 

따라서 풀이모임은 {1 + 2/, 1-2/} 

복소수 + 에서 허수부외 부호를 반대로 바꾼 복소수 a-bi 를 a 외 공 

액복소수라고 부르고 a 로 표시한다. 

__ g 

S — ^ 

a = a + bi ^ a-bi 


이 때 CL - bi = a + {- b)i = a - {- b)i = a + bi 이 —로 a 와 a 는 서 로 공액 인 복소수 
이다. 


문 제 


1. 다옴 방정식을 풀어 라. 
1) ( x - l )"+16=0 


2) ( x -3)"+25=0 


3) X ^ +2 x +5=0 4) X ^ - x + l =0 

2. 다옴 2 차방정식외 풀이를 관별하고 풀어 라 . 

1) 2 X ^ ~ X — 1 —0 2) X ^ ■*~2 ■yj 트 X 수 3^0 

3) X 고- 6 x +10=0 4) 4 x ^ +3 x -5=0 

3. 다음것 을 증명하여 라 . 

{a + bi ) = a + bi 

4. ^ =6^ 이 면 복소수 a 는 실수라는것 을 밝혀 라 . 


I 련습 문제 I 


. 다옴 식을 계산하여 라. 
1 ) 

3) / M -/) 식 +(-/) 은^ 


2. 다음것을 구하여라. 
1) V- 225 2) 



2 ) / 125 _(_. 27)^.64 



4) 
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3. 다옴 방정식을 풀어 라. 

1) X "+7=0 2) 2x "+6=0 

3) -5 x "-25=0 4) 13 x "+3=0 

4. 다음 복소수외 공액 복소수를 말하고 서 로 공액인 두 복소수를 풀이 로 가지 는 2차 

방정식을 만들어 라. 

1) l-i 2) 2 + 3/ 3) -2 + / 4) -1-2/ 

5. 다옴 방정식외 풀이를 관별하고 풀어라. 

1) -X-2=0 2) X 고- 2 X +3=0 

3) 2 X ^ + X +1=0 4) 3 X ^+5 X +3=0 

6. 방정식 X 고 + (2 x + Z ? = 0 외 한 풀이가 2 + Z ■이다. a, b 를 결정하여라. 

7. 방정식 2/-3 x ^+3/+77 x -39=0 외 한 풀이가 2-3/ 이다. 이 방정식외 다른 풀이들을 
구하여 라. 


제 2 절. 복소수의 산법 


복소수의 더하기와 멀기 


1. 복소수의 I 

월 Q 벨 


설수모임에서외 식외 계산규칙에 따라 다옴것을 계산해보아라. 
1) (2+3/) + (~6+2/) 2) (a-\-bi)'^(c-\-di) 


복소수 a = a + 와 i 3 =c + ( i / 외 더 하기 를 다옴파 같이 정 외한다. 


a + i3 = (a + 6/) + (c 4- di) = {a + c) + {b + d)i 


복소수외 더 하기 는 설수부는 설수부꺼 러 , 허 수부는 허 수부꺼 러 더하면 된다. 
복소수 a + bi 는 두 복소수 a + (H 와 0 + Z ?/ 외 합으로 볼수 있 다. 

복소수외 더 하기 에서 도 바꿈법 칙파 묶음법 칙 이 성 립한다. 


_ m 

a + i3 = iS + a (HFga 적 ) 

(a + i3) + r = a + (i3 + r) ( 묶적 ) 


aTT ) (7 + 3/) +(2-/) = (7 + 2)+ (3-1) / = 9 + 2/ 

(5-0. 5/ ) + (- 0.5 + 4/) = (5-0.5) + (-0 . 5 + 4) / = 4 . 5 + 3 . 5 i 


ai 2^ 5+(-12+/)+6=(5 + 6) + (-12+/)=ll+(-12+/) = (ll-12) + / 

= -1 + / 

(4+/)+(5-2/)+(l+2/)=[(4+/)+(5-2/)]+(l+2/) 

=(9-/)+(l+2/)=10+/ 
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문 제 

1. 복소수외 더 하기 에서 바꿈법칙 이 성 립한다는것을 증명 하여 라 . 

2. 복소수외 더 하기 에 서 묶음법 칙 이 성 립 한다는것 을 증명하여 라 . 

3. 다움것을 계산하여 라 . 

1) ^/ + (4-5/) + / 2) (3-2/) + (3+2/) + (2-3/) + (2+3/) 

4. 다움 식 에 맞는 a, Z? 를 구하여 라 . 

1) (a +3/) + (0.5-Z? i)=3-5i 

2) (7~b i )^{a~i) =4-2 i 

3) -7/ + (a -/?/) +4(— - — i)= i 

2 3 


복소수외 덜기는 다옴과 같이 정외한다. 

두 복소수 a = d + bi , jS ^ c + 에 대 해 서 

(c + di) + (x + yi) = a+ bi 

에 맞는 복소수 z= x + yi^ 복소수 = a + ■ 에 서 13 = c di 를 던 차■라고 부르고 다 
옴과 같이 표시한다. 

z= a - 13 

차의 정외로부터 

(c + x ) + (d + y)i = a + bi 
c + x = a, d + y = b 

이 로부터 

X = a-c, y = b-d 

이 러 하여 두 복소수외 차는 다옴과 같다. 

rn - : - : - r 서 

ct — P — {ci + bi) ~ (c + di) — {ci ~ c) + {h ~ dyi 


ai 3 j 


(l + 2/)-(3~2/) = (l-3) + (2-(-2))/=-2 + 4 / 


(-9 + 3/) 



i 


= a + Z?/ 일 때 

0 ~ (Y ~ ( 0~*~0 — Cl — bi 

를 간단히 -Q^ 로 표시하면 

a + (-a) = (-a)+a=0 

이라는것을 곧 알수 있다 . 

복소수 - 를 복소수 외 반대수라고 부론다 . 
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ai : D 1) -5+2 /외 반대 수는 5-2/ 

2) 7- 요/외 반대 수는 -7+-/ 

3 3 

복소수를 덜 때 에는 그 반대수를 더하면 된다 . 즉 


a - 13 = a + ( - iS ) 


ai 5^ 1) (3-5/)-(-5 + 6/) = (3-5/) + (5-6/)=8-ll/ 
2 ) - 2 /-( 2 - 8 /)=- 2/+(-2 + 8 /)= -2 + 6 / 


nr 


제 


다움것 을 계 산하여 라 . 

1) 2/-(-2+3/)+(6-7/) 


2) -0.75- 


-.2 


4 4 


5 . 

- I 

6 6 y 


2. 다옴 식 에 맞는 (2^ b 를 구하여 라 . 


1) -7i-(a -bi )+4 + 


2) (-7+a/ )- 


2 


2 


= i 


— b -\ — i 

V 2 ^ 

3) (-1-0 ,bi)-{a + bi) + i = -0.7-1.5 / 


- I 

4 4 


3. Zj =3 — 5/, Z 2 = —3 + 2z 일 때 다옴 식 을 만족시 키 는 복소수 ^를 구하여 라 . 


1) Zj + Z = Z 


2 


2) Z - Zj 


z 


2 


3) Zj - z = z 


2 


4. z = a + bi "U 때 다움것 을 밝혀 라 . 


1) Z +z=2a 


2) z -z = 2bi 


5. 임외외 복소수 Z 에 대하여 다옴것을 밝혀 라 . 


Rez 


Z + Z 


2 


Imz 


z - z 


2 


2 . 복소수의 

월들한 


급하기와 나누기 


설수모임에서외 식외 계산규칙에 따라 다옴것을 계산해보아라 . 


1) (2 + 3/)-(-4 + 5/) 


2) (a + bi) - (c + di) 
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복소수 와 = C + 외 곱하기를 다옴과 같이 정외 한다. 

_ ® 

a - P = {a + bi) - (c + di) = (ac - bd) + {ad + bc)i 




aTT) 


1 ) 

2 ) 


(2-/)-(5 + 20 = [2-5-(- l )-2] + [2-2 + (- l )-5]/ =12-/ 

( i+Vs/Y 1+2V3/-3 1 

- = - = — I — I 

[ 2 ) 4 2 2 


복소수외 물하기에서도 설수모임에서외 곱하기와 같이 바꿈범칙, 묶옴범칙, 분 
배법칙이 성립한다. 


ffil 

X 

ap = Pa 




{aP)y^a{Py) 

(묶 ga 적) 



{a + P)y ^ ay + Py 

(분배 법적) 

J 

U 



1) (1 + 0(3 - 5/)(1 -0 = [(1 + /)(1 - /)] •(3-50 = 2-(3-50 = 6-10/ 

2) (1 — 3/)(—/) = —i + 3/고 = — 3 — i 


문 제 

1. 복소수외 곱하기 에 서 바꿈법 칙 파 묶옴법 칙 이 성 립 한다는것 을 증명하여 라. 

2. 복소수에서 더하기와 물하기에 관한 분배법칙이 성립한다는것을 증명하여라. 

3. 다옴 식 에 맞는 CL 누 b 를 구하여 라. 

1) (a - bi){2 - 3bi) = 1-5/ 2) (5 - i)(a + bi) = 2i 

3) {a + 3/)(1 - bi) - l-i 

4. ^ = a + 일 때 ^ • z = a 고 +Z? 오 이 라는것 을 밝혀 라. 


복소수외 나누기 는 다움파 같이 정 외한다. 

두 복소수 a = a -\- bi , y 5 = c + J /(^0) 에 대해서 

(c + di)(x + yi ) = a + bi 

에 맞는 복소수 ^ = x + j 사* 를 a = a + bi 를 = c + 로 나눈 상이 라고 부르고 다옴 
과 같이 표시한다. 

a 

Z = —— 

P 
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상외 정외로부터 


(cx - dy) + {cy + dx)i = a + bi 
cx-dy = a 

> 

cy + dx = b 


이것을 풀면 

ac + bd be - ad 

c + d c + d 

이 러 하여 두 복소수외 상은 다옴과 같다. 


|5 농 

X 

a 

a + bi 

ac + bd 

be - ad . 

1 7 


P~ 

c + di 

c 오 + d 오 

0 0 ^ 

C 그 + (P 




aTs ^ 


1 + 2/ 1-3 + 2-4 2-3-1-4 . 11 2 . 

3 + 4/ ~ 3" +4" 수 3" +4" 궁 수공궁 


2 + 3/ 2-3-3-4 3-3 + 2-4 . 6 17. 

3-4 / ~ 3' +(-4)" ^3" +(-4)" ^ 


a = a + Z?/(^0) 일 때 복소수 一 을 복소수 a 외 거꿀수라고 부론다. 

a 

a-a = {a + bi){a - bi) = - {biY = a 그 + b 그 

이 므로 복소수 a 외 거 끌수는 다움파 같다. 




H 


a a-bi 



1 



a 

a a +b 오 


U 





aTT ) 1) 3 + 2/외 거끌수 


1 _ 3-2 / _ 3 2 . 

3 + 2/ ~ 3' +2" ~ 13 ~ 13 ^ 


2) /외 거끌수 




복소수를 나눌 때에는 그 거끌수를 물하면 된다. 즉 



( J 3^0) 


m 


복소수에서도 0으로외 나누기는 할수 없다. 
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^5^ 1) 


2 ) 


3-5 / _ 

1 + 2 / ~ 
3-5 / 

— 5 + 6/ 


(3 - 5/) 


1 + 2 / 


(3 - 5/) 


1-2 / -7-11/ 


7 11. 

- I 


(3 - 5/) 


(3 - 5/) 


— 5 + 6/ 

-15-30)+ (-18+ 25) / 


- 5 - 6/ 
61 

45 7 

+ 


61 61 


복소수외 테 두러 안에 서 는 설 수에 서 와 같이 0으로외 나누기 를 내 놓고는 사칙 산 
법 외 결파도 복소수이다. 그러 고 산법법 칙 들도 마옴대 로 쓸수 있 다. 다만 계 산하면 

서 /고 이 나오면 그것을 -1 로 바꾸면 된다. 

또한 복소수외 데두러안에 서 는 몇차 방정 식 이든지 다 풀수 있 다는것 이 알려 
져있다. 그러므로 수모임외 매두러를 넓히는 문제는 복소수모임에 이르러 한 매듭을 
짓게 된다. 


nr 


제 


3. 


다옴것 을 계 산하여 라. 


1 ) 


— 5 + 3/ 
2/ 


2 ) 


\-i 


2. 다옴 식 에 맞는 (2^ b 를 구하여 라. 


가 3 -bi . 

1 ) -= I 

a + i 

다움것 을 계 산하여 라. 


1 ) 


1 2 

-1- 

10 5 


3-/ 


4. 다옴 같기 식 을 증명하여 라. 


1 ) (X ^ p — (X ^ (5 


3) ap = a • P 


3) 


-3 + 2/ 
2 -i 


2 ) 


1 - 2 / 
2 a -3 b 


= 1 + 2 / 


2 ) 


-I + V2 / 4 

3 / 1 + V 6/ 


2) cc — P — oc — [5 

4) (|] = | ( A . O ) 


련 습 문 제 

1. 다옴것을 계산하여라. 


1) 

으 -1 늬 

으 .3 늬 

-f3-2 늬 


1 4 2 J 

1 4 2 j 

V 2 J 


2) ( a + Z?/) + (5a + %hi ) -(- 4a - Ibi) 

3) [ (X + 7 /) + (3x - 2yi )] - [ { - x - yi)-{5x - Ayi ) ] 
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2 . 다옴 식 에 맞는 설수 X , 를 구하여 라. 
1) - 3 - 5/ = 2 (x -1) + 3 (y - 2 )i 

3) (1 + /)x + 2(2 + i^y = 1 + 3/ 

3. 다움것을 계산하여 라. 

1) 5/(-7/) 


2) 3 + 4 xi + 5 yi = 12/ - \-5 x -2 y 
4) 2 ax - 3 (b - Ai)y = 2 a - 4 bi 

2) (-7-8/)(-3/) 


3) (2^ - i )(3^ +2^/) 


5) 


5-/V2 
I + /V2 


7) ( 3 - V2 /) 


4) (-0.1+5/)(-0.1-5/) 


6 ) 


2/-1 

i-l 


8 ) 


-I + 2V2/ 



2 


4. 합이 4 이고 적 이 7+4/로 되는 두개외 복소수를 구하여라. 


5. a -1+ V 궁 / 일 때 고수 을 구하여 라. 

a 

6. 두 복소수외 합파 적이 모두 설수이면 그 두 복소수는 설수이거나 서로 공액복소 
수라는것 을 증명하여 라. 

7. 간이 설수로 되는 설수 X 외 값을 구하여라. 

8. 복소수 ^와 z " 이 서 로 공액복소수일 때 ^를 구하여 라. 


제3절. 복소수평면 


1. 복소수평면 

설수 a 가 수측외 점 MCa ) 와 1대 1로 대응되는것 파 같이 복소수 
= a + 는 자러표평면외 점 와 1대1로 대응된다. 


M(a) 


0 


A 
^ a 


■> 


/^y 


b 


0 


M(a, b) 아 CL+bi 


a 


% 


그림 3-2 


그림 3-3 




1) 다움외 복소수를 자러표평 면외 점 으로 표시하여 라. 

2-3/, -3+0.5/, 2/, -3.5 

2) 다음외 점에는 어떤 복소수가 대응하는가? 

M (3,2), N (- l , 3), P (0, 2), Q (-3, 0) 
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복소수는 자러표평면외 점으로, 자러표평면외 점은 복소수로 표시할수 있다. 


자리표평면의 점을 복소수로 볼 [[[| 이 평면을 복소수평면 또는 
가우스평면이라고 부 M 다. 


복소수평면에서 설수는 X 측외 점으로, 순허수는 J 측외 점으로 표시된다. 그 
러므로 X 측을 실측, J 측을 측이 라고 부론다. 점 0 를 원점이 라고 부론다. 

앞으로 복소수 라는 말파 점 라는 말은 같은것 으로 보기 로 한다. 

복소수 (^ = ^ + 6/ 는 또한 자러표평 면에 서 이 복소수를 표시하는 점 를 끝점 , 
원점 0 를 첫 점 으로 하는 벡 토르와 1대 1로 대 응시 킬수 있 다. 

복소수 = ^ + 에 대 응하는 벡토르를 복소수 외 동경 백토르라고 부론다. 

점 와 원점사이외 거 려 즉 복소수 a = a + bi ^ 동경벡토르외 길이를 피 다고라 
스의 정리에 외하여 구하면 

^ + b 그 



y 


b 


a+bi 


O 



그림 3-4 



복소수 = ^ + 에 대하여 수 Va " + Z?" 를 복소수 외 절대값이라고 부르고 I a 
와 같이 표시한다. 즉 

^_ Q 

X| I - 

I a \ = \ a-\-bi \ = ^la^ -\-b^ 

m0 


령 아닌 복소수 a = a + bi ^ 동경벡 토르가 X 측외 

정 방향파 이 루는 각 0 를 복소수 0^외 편각이라고 부 
르고 argo 스 와 같이 표시한다. 



/ 


a+bi 

b 


X 




0 


a t 
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그림 3-6 
















































ai 1) 가 정 외 설수이 면 arg a =0 

2) 외 허수부가 정 인 순허수이 면 arg a = — 

2 

3) 외 허수부가 부인 순허수이 면 arg a =- — 

2 


복소수 CH 0+0/ 에 대 해서 는 아무런 각이 나 다 편각으로 본다. 
그러므로 argO 은 일정하게 정 해지지 않는다. 

복소수 0^ =0은 절대 값만으로 정해 진다. 



제 


1. 다음 복소수외 절대값을 구하여 라. 

1 가 1 V3 . 

2 2 
3) 4/ 

2. 다옴 복소수외 편각을 구하여라. 


2) - 1- 프 
2 2 

4) -4/ 


1 ) - 6 / 


2) 0.25 


3) 


11 . 

— I 

10 


4) 1 + / 5) 1 - / 

3. 설수외 절대값파 이 설수를 복소수로 보고 계산한 절대값이 서로 같다는것을 
혀라. 

4. 그림을 그려서 \ a -\- bi \ = I 라는것을 설명하여라. 



2 . 복소수의 삼각형식 


복소수 a = a -^ bi ^ 절 대 값을 r , 편각을 0 라고 하자. 
그림 3-7 에서 곧 알수 있는바와 같이 

a = rcos 9 , b = rsinO 

따라서 복소수 a = a + 를 다옴과 같이 표시할수 있 다. 

_ ® 

S ■ 

a = r (cos 6 + i sin 6 ) 



이것을 복소수 외 삼각형식 또는 국형식이라고 부론다. 
그러고 a + bi 를 0^외 대수 S 식이라고 부론다. 

대 수형 식 외 복소수를 삼각형식 으로 고치 려 면 
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r 


r 


에 외하여 절대값 r 와 편각 0를 정하면 된다. 


3|[ 1^ 복소수 1+/를 삼각형식 으로 고쳐 라. 


( m \) 1+/외 절대값은 

r = Vl 고 +1 고 = V2 


편각은 

COS0 


V 조 


0 


, sin 6^ 


71 


4 i 


이므로 


따라서 1+/를 삼각형식으로 고치면 


1+/ = V 2 


71 . . 71 

COS—+ zsin — 

4 4 


3|[ 2 


순허 수 i 를 삼각형식 으로 고쳐 라. 


(#0[) /외 절대값은 r = 1 이고 편각은 

71 


e 


2 


따라서 / 를 삼각형식 으로 고치 면 


cos 프수 / sin 므 


2 


2 


nr 


제 


r~2 TY a . b 

V (2 + h , cos 0 ~ — , sin 0 — — 

r 



Aj 


0 


71 




그림 3-9 


다움 복소수를 삼각형식 으로 고쳐 라. 

1 ) 2 / 2 ) - 1 +/ 


4) 1 + ^ 
2 2 


5) -1 .프/ 
2 2 


2. 다옴 복소 


1 ) 2 


"T 고 


대수형식으로 고쳐 라. 


3) 2 


( 71 

. . 

1 


( n\ 


r ；o 


COS — 

+ zsin— 

2) - 

cos 


+ /sin 



1 4 

4j 

2 


1 2j 


1 2j 



3. a • a = a P 이 라는것 을 밝혀 라. 
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3. 삼각형식으로 표시된 복소수의 산법 




다움파 같이 삼각형식 으로 주어 진 두 복소수를 곱해 보아라. 또 나누 
어 보아라. 

a = ri (cos 9 i+ i sin 9 i) , /3 2 (cos 9 2 + i sin 9 2 ) 


삼각형식외 복소수를 물할 때 에는 절대값들은 물해지 고 편각들은 더해 진다. 



W 


삼각형식외 복소수를 나눌 때에는 절대값들은 나누어지고 편각들은 덜어진다. 



31 1) 6(cos45° + /sin45°) x —(cosl5° + /sinl5°) 


6 

2 


[cos(45° + 15°) + /sin(45° + 15°)] = 3(cos60° + /sin60°) 


0.8 


2 ) 


471 . . 471 

cos —— + zsin —— 


4(cos;r + zsirL ； r) 





(An ^ 

+ /sin 

f4;r ^ 


( 

= 0.2 

cos 

- 7 t 

- n 



V 3 ) 


V 3 ) 


V 


cos 드 수 / sin 뜨 


：OSy 


nr 


제 


다옴것 을 게산하여라. 


1 ) 


71 . . 71 

COS — + zsin — 

6 6 


cos 뜨 수 / sin 드 


2 ) 


(cos6^ + /sin6^)(cos26^ + /sin26^) 


2 . 


^ ^ ^ ^ cos 36^ + / sin 36^ 

( sin 9°-/ cos 9°) ( cosl 3. 5° + / sinl 3. 5°)= A+B z 일 때 A , B 를 구하여라. 
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복소수외 절대값파 편각은 다옴파 같은 성질을 가진다. 




1) 

a[5 = 

-a • , arg ( a /3) = arg a + arg /3 

2) 

a 

a 

arg 

f 으^ 

= arg a-arg 13 


0 

13 



J 


성 질 1은 인수가 3개 이 상인 경 우에 도 그대 로 성 립한다. 즉 

IH I • I ^2 I ••••• I 

arg(a^a2 --a^) = arga^ +arga2 + ••• +arga^ 

특히 

a"" 1=1 a arg(60 = warga 

이로부터 다옴외 복소수외 ^제물공식을 얻는다. UeN ) 

_ ® 

s 

a "" - [ r ( cos (9 + / sin (9)"" = r "" {cosnO + isirmO ) 


이 공식 을 와브르으 I 공식이 라고 부론다. 

인 ^를 복소수 외 다부리라고 부르고 ^ - «^/도 와 같이 표시한다. 




[ 파브르외 공식 을 러용하여 복소수외 ^차뿌리 를 구하는 공식 을 만들 
어 보아라. 


a = r ( cos ^ + / sin ^ 일 때 편각에 2 ;r 외 옹근수배 를 더 하여 도 복소수는 달라지 
지 않으므로 다옴 공식 이 나온다. 


ffi 


^ = {z 소 


{ 6+ 2k7r . . d + lkn^ 

cos -+ ism - 

, k =0, !,•••, n-1 } 




n n ) 




W 


여 기서 ^는 정수 r 외 一제물이다. 

n 

복소수 a 외 n 차뿌리 ^는 설수외 경 우와는 달러 ^개외 ^차뿌리전부를 표시 
한다. 


31 0 복소수 1+/외 4차뿌리를 구하여라. 
(SOD 1+/를 삼각형식으로 고치면 
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l./ = VI(cos 증 ./ sin 각 


71 


따라서 


vr+7 




cos 


71 


+ ^kjT 


4 


+ zsin 


71 


+ 2 kn 


4 


^ = 0 , 1 , 


V 

V 




y 

<\ f 2 

V 

f 71 

• - ^ 

r 

Ikn 

. . Ik 7 i \ 

COS —— 

+ zsin —— 

cos 


+ 1 sin - 

1 16 

16j 

V 

4 

4 J 


k 


이 제 (D=cos — + / sin — (= /) ^ 표시 하면 


4 


4 


co"=cos ^ + i sin ^ i " 


4 


4 


1 +z 외 4차뿌리를^, a ：=0, 1, 2, 3) 로 표시하면 


Z 


k 


V 조 (CX 숭 /sm 줄 ) 0 / 


이 4개 외 값을 각각 표시하면 

z. = \[2 


71 . . 71 

COS - \-ism —— 

16 16 


~ ^ 0 ^ ~ ^0 i 

_ 2 .2 
2*2 ~ *Z()C0 — ^ qI — ~^ 


Z3 = Zq CO = Zgi 


0 
—z 


0^ 


문 제 

. 다옴것 을 게산하여라. 


1 ) 


2 


cos 프 수 / sin 므 


2) ( cos 30° - / sin 30°)~ ^ 

2. 복소수 a 외 ^차뿌러 Zq , Zj , ••• , ^니 은 복소수평 면 

에서 원점을 중심으로 하고 반경이 d = 스^ 인 원둘레 
에 내접한 바른 ^각형외 정점 에 놓인다. 왜 그런가? 



그림 




iS 를 1+/외 한 4차뿌려 라고 할 때 


Vl + i =^ P 


In 
cos —— 

V 4 


+ zsin 


In 


\k 


, k = 0^ 1, 2, 3 


임을 밝혀라. 






















































복소수 a (국 0) 외 ^차뿌리 를 구할 때 그외 한 ^차뿌리 P 를 알면 다옴 공식 에 외 
하여 나머지 ^차뿌리들을 구할수 있다. 




X 

\la=\ 

J 271 . . In 자 

z^Zj^= P cos —— + zsin —— , k = 0, 1 , •••, n-\ 

> 




V n n J 

^ J 


J 

U 



O 복소수 64( cosl 35° + / sinl 35^)^ 3차뿌리를 구하여 라. 


(m\) 이 복소수외 3차뿌리를 하나 구하면 




^ 135° 

cos - 

V 3 


/sin 


135° 


= 4 cos 45° + / sin 45° 


따라서 구하려 는 3차뿌리 를 로 표시하면 

=4( cos 45'^ + / sin 45°) co^, (k = 0, 1, 2) 


CO = coslSCP + / sinl 20° 

즉 3 차뿌리는 

{4 ( cos 45° + / sin 45°), 4( cosl 65'^ + / sinl 65°), 4 (cos 285"^ + / sin 285°) } 


문 제 

다옴것을 계산하여라. 

1) 2) \fi 3) 

4. 복소수산법으 I 기하학적의미 


거 \ I ^ . . 71 

4) 5 cos - zsin — 

V 6 6 


1) 더하기와 멀기 


점 a = a+ bi , jS = c + ( i / 외 복소수평 면 에 서 외 자러 
표는 각각 {a, b\ ( c , ( i ) 이다. 

복소수 외 동경벡 토르와 iS 외 동경벡 토르를 이 
웃한 두 번으로 하는 평 행4번형 에서 원점 0에 서 나가 
는 대 각선외 끝점 외 자러 표는 {a + b , C + J ) 이 다. 이 

것은 그림에서 빗선을 친 3각형이 합동이라는데로부 
터 곧 나온다. 

(a + c) + (6 4- d)i - {a + bi) + (c + di) = a + jS 




그림 3-11 


이 므로 두 복소수 0^ 와 i 3 외 합 QThS 는 복소수 0^외 동경벡 토르와 i 3 외 동경벡 토르 
를 이웃한 두 번으로 하는 평행4번형외 대각선외 끝점으로 표시된다. 
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다음 안같기식 이 성 립한다는것도 곧 알수 있다. 


복소수 cdHf 복소수 iS 볼 더한다는것은 a 볼 HA [하는 §0[ 0 의 
동경백토로의 방향으로 그 길0[만증 S 행이동한다는것을 의 m 한다. 



두 복소수 와 iS 외 적 a i 3 (a 7^0, iS ^^ O ) 는 복소수 외 동경 벡토르외 크기 
iS | 배 하고 argiS 만큼 회 전시 킨 벡 토르외 끝점 으로 표시 된다. 

이것은 복소수외 절대값파 편각외 성질 1) 로부터 곧 알수 있다. 



그림 3-13 


그림 3-14 


a 


두 복소수 a 와 ]8 의 상 ^ ( a ^0, 13 ^0) 는 복소수 a 의 동경 


백토로으 J 크기볼 




UH 하고 arg 13 만증 부의 방향으로 호[전 A [킨 백 


S 로의 끝점으로 HAiaCK (그림 3-14) 



이것은 복소수외 절대값파 편각외 성질 1), 2) 로부터 곧 알수 있다. 
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0 아닌 설수는 모두 정, 부외 부호를 가지며 설수들은 수측에 번름없이 늘여 
놓을수 있다. 또 설수들은 서로 크고작은 비교를 할수 있다. 

그러나 복소수는 복소수평면에 쩌놓이게 되기때문에 정, 부외 부호를 가지게 
하거 나 크고작은 비 교를 하기 어 렵 다. 때 문에 허 수에 대 해 서 는 정 , 부외 부호를 말 
하지 않으며 허수와 설수, 허수와 허수사이에는 크고작은 비교를 하지 않는다. 

따라서 정수, 부수라고 하면 그것은 설수이며 안같기식이 써있으면 그 두 번 
외 값은 설수이다. 


문 제 

1 . 복소수 0^ 에 Z 를 곱한다는것 은 0^ 를 표시 하는 점 을 원점 을 중심 으로 90° 만콤 
정 방향으로 회 전한다는것 을 외 미한다. 왜 그런가? 

2. 복소수 0^에 다옴 수를 물하는것 은 어 떤 번환을 외 미하는가? 

1 \ 1 . 1 V3 . 

1) 1 + Z 2) —I- 1 

2 2 

3. 복소수평 면에서 점 Z 1， Z 2 를 맺 는 선분외 가운데점 을 구하여 라. 


련 습 문 제 


. 다옴 복소 


삼각형식 으로 고쳐 라. 


1 ) 


2-5 i 


2 ) 


4 


i + Vs 


3) 


r-i+V3/] 

1 

L 

r-i-V3/] 

2 


2 


2. 다움것을 계산하여 라. 


1) 0.03 ( cos 25° + / sin 25°) ] ^ • [ 5 ( cos 20° + / sin 20°) 


2 ) 


cos —+ zsin — 
2 2 


0.3 


cos —+ zsin 
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3. Zi, Z2 이 복소수일 때 다옴외 명제에서 옳은것을 찾아라. 


1 ) 




Z 


2 


이면 Zi=±Z2 


2 ) 


— Z 


2 


2 




2 


3) O1-Z2) 


2 


z , — z 


2 


2 


4) = 0 = 0 , Z2 =0 


4. x = -i + 소 /,^ 
2 2 


V 공. 


2 2 


i 일 때 다옴 식 에서 톨린것 을 찾아라. 


1) + y ' = -\ 


2) +7^ = -1 


3) X나/ =2 


4) x '+/ = -1 


5. 다옴 명제에서 옳지 않은것을 찾아라. 


1) a , 인 복소수 a + bi ^ 2제 물은 순허 수가 아니 다. 


2) 공액 이 아닌 두 복소수 Z1, Z2 에 대 하여 




Z 


2 


인 Zi, Z2 이 있다. 


3) 복소수 z = a + bi { a , 에서 a , 6외 크기가 번하면 ^외 편각도 번한다, 


6. z = cos^/sin^ 때 cosn^ = -lz« 


Z 


n 


이라는것을 밝혀라. 


7. ^ + - = 2 일 때 가 을 삼각형식 으로 표시하여 라. 

Z Z 


8. 다옴것을 계산하여 라. 


1) Vcos22^30^ + /sin22^30' 


2 ) 


Z 


4 


3(-1+ V30 일 때 z = ? 


9. 복소수평면에서 점 2-/ 외 동경벡토르를 3배로 늘구고 정외 방향으로 30°회전 
시켜 얻은 점은 어떤 복소수를 표시하는가? 

10. 복소수평 면에서 1 + 5/, 2 + 3/, -1 + 9/ 를 표시하는 점 을 각각 A, B, C 라고 
하자. 

1) AB 외 길이를 구하여라. 


2) A ,B ,C 가 한 직선에 놓인다는것을 밝혀라. 
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복습 문제 

S _ 


1 . 다옴것을 계산하여 라. 



400 


2. 다옴 방정식에서 설수 를 구하여라. 


2 ) 


1111 

-1- 

•11 .41 .25 .1023 

1111 


1) 18 + 25/ = 5(5x -2) + 100(;; -1 0)/ 

2) 5 x + 46/ + Aiy + 6 y = {a + b)x -( a - b)i 

3) (2x + yi){x + lyi ) - 10 + 30/ 

3. 다움외 조건을 만족시키는 복소수 ^ = x + 를 정하여라. 


1) = i 2) - 4/z + (-4 + 2/) = 0 

4. 다음외 방정식을 풀어라. 

1) 2x^ + 6x + 29 = 0 2) (x + 5)(x^ + 64) = 0 

3) (x' +2)(9x' -6x +10) = 0 

5. 복소수 외 편각이 각각 0,, 02 일 때 

고 1 + 니 = I + I Z2 1^ +2 I II Z2 I COS(^2 -^l) 

임 을 증명 하여 라. 

1 고 

6. Z -\-i 일 때 Z -- 외 값을 구하여라. 

Z 

7. I a I = 1, Q^ + jS^O 일 때 


a + P 
\ + aP 


이 라는것 을 증명하여 라. 


8 . a 


i3 hi r hi 일 때 다옴 같기식을 증명하여라. 


a + P + r 


1 1 1 

a P r 


9 . Zi - 1 + / , Z2 - 1 — Vs i , Z3= — 3(/ — l) 일 때 — ~ — 외 절 대 값파 편 각을 구 하여 라 . 

^3 

10. 복소수평면에서 세 점 A =2 + 2/, B =3-2 i \ 0-1-/ 를 정점으로 하는 평행4 
변형 ABCD 외 정 점 D 를 표시하는 복소수를 구하여 라. 

11. 복소수평 면에 서 복소수 Zi, Z2, Z3 을 표시 하는 점 을 정 점 으로 하는 3각형 외 무 
게중심을 구하여 라. 

12. ^ + - = 2cos^ 일 때 —을 구하여라. 

_ n 
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13. 복소수외 삼각형식 을 씨 서 다옴 식 을 계 산하여 라. 


r-i+V3/] 

n 

1 

r-i-V3/] 

2 


2 


14. 어떤 복소수에 복소수 1+2/를 더하면 그 복소수를 표시하던 점은 어떻게 움직 
이 는가? 

15. 어떤 복소수에 다옴 수를 물하면 그 복소수를 표시하던 점은 어떻게 움직이는가? 

1) 2/ 2) -2i 

16. 다음 조건에 맞는 복소수를 표시하는 점 전부는 어 떤 도형 을 이 루는가? 

1) \ a + i\ = 1 2) I a-(/ + l) I < 1 

17. arg(4+3/)= a , arg(3+4/) = i3 일 때 cos2(a + i3) 외 값을 구하여 라. 

18. X에 관한 방정식 X오 +x+m=0 이 2개외 허수풀이 a , jS 를 가지고 a — P =?) '늘 만 
족한다. 설수 m 의 값을 구하여라. 


-<3^ - 

19서[기 수학의 « 왕»-가우스 

도 Of 월란드 수학자 가우스 (17770-18550) 는 19서[기 S 반에 H 량수학 
발 a 에서 비약을 가 XI 2 게 한 당 Af 수학계의 «왕» 이였다. 

가난한 벽될공의 아들로 EH 여난 그는 0[려서부61 수학에 뛰여난 제능을 
가지고었었다. 그는 3살 W 아버지가 돈계산을 SI 는것을 옆에서 보고었다가 
B 린것을 mmm omms 놀라게 하였으며 소학 ni 3학년 hh 선생님이 i 부 
a 100까지 수들을 a 부 합 of 면 얼마인가고 몸자 족석에서 5 050이라고 대 
mm 선생님을 깜짝 놀라게 하였다. 

그는 cmn } 길0 [ 계산 5(* 였다. 

S = 1 + 2 + ••• + 99 + 100 
+ S =100 + 99 + ••• + 2 + 1 
~ 2S =101 +101 + ••- +101 +101~ 

Vs __ ^ 

■v* - 

100 개 


그는 19설의 대학 A [절에 2 000 H 동안 론의도[여오 H 는금없는 자와 종 
5 h 스에 의한 HhS 17 각형의 그리기문? Hf 볼 해명하였으며 22살 W 당대의 유명 
한 수학자돌도 왼 H 5[ 해명5[•지 떤 대수학의 기본정리 « 모문 /^자대수방정 
식은 적이도 하나의 복소수플이볼 가전다. » 볼 였다. 

가우스의 수학연구활동에서는 일란의 록성이 었는데 그것은 순수수학 IF 
융용수학사이에 유기적인 a 관을 지 ( H 주었다는것파 그가 쓴 찍의 내용이 풍부 


하다는것0 [다. 
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게 4 광. 용사럼 
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제 1 절. 공간에서 적선과 평면 


1. 기초명제 




1) 평면도형외 기초명제을 말하여라. 


2) 평면에서 세 점을 지나는 직선이 늘 
있다고 말할수 있는가? 

또 공간에서 세 점을 지 나는 평면은 
어떤가? 



Cq 


m 


공간도형으 I 기초명제 


1. 직선의 두 m \ 평면에 놀이면 직선은 그 평면에 완전히 놓인다. 

2. 한 직선에 놀이지 않는 Ml 점을 지나는 평면은 었으며 다만 하나 었다. 

3 . 두 평면0 [ 하나의 공 g 점을 가지면 그 평면들은 그 공 g 점을 지나는 한 직선에서 

사군I 다. 



한 직선에 놓이는 세 점을 지나는 평면은 무수히 많다. 



















































ai ^ 직선파 그밖외 한 점을 지나는 평면은 있으며 다만 하나뿐이다. 

(플이) 주어진 직선 a 외 두 점 B , C 를 잡자. (그림 4-3) 

그러 면 기 초명 제 2에 외하여 B , C , M 을 지 나는 평 면 는 반드시 하나 있 

다. 다옴 기 초명 제 1에 외하여 

(3 C a 

그러 므로 (2 와 M 을 지 나는 평 면은 반드시 하나 있다. 

이때 M 파 a 는 평면을 결정한다고 말한다. 평면은 평행인 두 직선, 사귀는 두 직 
선도 결정 한다는것 을 증명할수 있 다. 

그러하여 공간도형 외 기 초명 제 로부터 다움파 같은 평 면외 결 정 조건 이 나온다. 


ft 

X 

평면으 1 결정조건 

1. 한 직선에 놀이지 않는 세 점 

2 . 직선파 그박의 한 점 

3. 평행인 두 직선 

4. ARM 는두직선 

J 





다옴파 같은 자러관계 밖에 다른 자러관계가 있는가를 알아보아라. 
1 . 공간에서 두 직선외 자러관계 





그림 4-4 


2 . 직 선파 평 면외 자러관계 
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두 평면외 자러관계 





사권 다 (a n )8 = a ) 


그림 4-6 


문 제 

1. 다움외 경우들은 평면을 결정하는가? 

1) 세 점이 주어진 경우 2) 한 직선파 한 점이 주어진 경우 

3) 두 직선이 주어진 경우 4) 사귀는 두 직선이 주어진 경우 

2. 다음외 명제에서 옳은것은 어느것인가? 

1) 직선외 두 점이 어떤 면에 놓이면 직선은 그 면에 완전히 놓인다. 

2) 어떤 두 면이 하나외 공통점을 가지면 그 면들은 그 공통점을 지나는 한 직선 
에서 사권다. 

3) 세 평면 a , i 3, r 가 있다. 평면 와 i 3, i 3 와 r 가 각각 공통점 M 을 가지면 
Q 스와 r 도 공통점 M 을 가진다. 

3. 한 평면에 놓여 있지 않는 네 점은 그것들가운데 어느 세 점도 한 직선에 놓이지않 
는다. 왜 그런가? 

4. 한 평면에 놓이지 않는 네 점은 몇개외 평면을 결정하는가? 

5. 두 평행직선파 사귀는 직선은 두 평행직선이 결정하는 평면에 놓인다. 왜 그런가? 

사귀는 두 직선과 각각 다른 점에서 사귀는 셋째 직선은 사귀는 두 직선이 결정하 
는 평면에 놓인다. 왜 그런가? 

6. 공간에서 어기는 직선 a , 와 이 직선들에 놓여 있지 않는 점 M 이 주어졌다. 점 M 
을 지나서 a , Z ? 에 각각 평행인 직선들을 포함하는 평면을 구하여라. 

7. 평 면 0^ 에 직 선 a 와 점 M 이 주어 지 고 0 네에 점 N 이 주어 졌 다. 점 M 파 N 을 지 
나면서 사점선이 a 에 수직인 평면을 구하여라. 


2 . 적선 및 평면의 평행 




[그림 4-7 에서 밑면 BCCiBi 을 a , 


옆 면 DiDCCi 을 i 3 라고 하고 모서러 DiD , CCi 

가 주어졌을 때 

1) DiD // a , a n [3 =CCi 이 면 
CCi // DDi 이 겠는가? 

2) CCi // DDi , CCiC a 이 면 
DDi //(^ 이 겠는가? 



그림 4-7 
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정리 1. 직선 a 가 평면 a 와 평행이고 a 볼 지나는 평면 와 a 오[의 

사 a 선이 bom a 는 와 평행이다. 


a 


(증명) a %b 이 라고 가정 하자. 그러 면 a , Z ? 

는 한 평 면 /? 에 놓이 면서 평 행 이 아 
니므로 사권다. 

이제 이라고 하면 점 M 은 

평면 a 외 점으로 되므로 a 와 a 는 
공통점 M 을 가진다. 

이것은 a//a 라는 조건에 모순된다. 그러므로 이다.(그림 4-8) 



정리 2. 평면 a 밖에 었는 직선 a 가 평면 a 에 MM 었는 직선 
b 와 평행0 [면 직선 a 는 평면 a 와 평행0 [다. 


(증명) a YA <2 라고 가정 하자. 

그러 면 a 는 a 와 사권다. 
a[^a 이 라고 하면 M 은 평 면 a 외 
점이고 또 a , &가 결정 하는 평면 y ? 외 
점 이 므로 a , 외 사점 선 Z ? 외 점 이 다. 

따라서 M 은 a , Z ? 외 공통점 이 다. 

이것은 ^ // Z ? 라는 조건에 모순이 다. 
(그림 4-9) 



ai 



한 직선 C 에 각각 평행인 두 직선 a ,/? 는 서로 평행이다. 왜 그런가? 


C 


(#0[) 직선 a 에서 임외외 점 M 을 잡고 /?와 M , C 와 M 을 지 나는 평 면을 a , P 
라고 하면 a ,/? 는 M 을 지나는 직선에서 사권다. (기초명제 3) 

이 사점 선을 a J 이 라고 하면 (그림 4— 10) 

/?//c 이므로 ( 정 려 2) 

따라서 (정 러 1 ) 

c ///? 이므로 d ! a (정리 2) 

따라서 ^ //이(정 러 1) 

그런데 c//a (조건) 이 므로 a , a I 은 일 치 한다. 

(직선밖외 한 점에서 그 직선에 그은 평행선외 
유일존재성) 

그러 므로 b // a 



그림 4-10 
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ai l^) 서 로 평 행 인 두 직 선 a , b 를 각각 지나는 평 면 a , /?외 사접 선 C 는 
a , 와 각각 평행이다. 증명하여라. 

(풀이) a//Z? 이 므로 a! I P 

그러 고 CL (그 a , a[\p 이 므로 

a / / C 

같은 방법 으로 Z?//c 라는것 이 증명 된 다. 

31 0 두 평 행 평 면 a , 가 다른 한 평 면 / 와 사귀 
는 선 a , Z ? 는 서로 평행이다. 왜 그런가?(그 
림 4-11) 

( so [) a 11 P , = 임을 밝 

히자. 

사설 a ! I P , ac^a 이므로 all P 이고 
a ( Z = 6 이므로 정 러 1에 외 하여 

a / / b 



31 O 평 면 /? 에 놓여 있는 사귀 는 두 직 선 a , Z ? 가 
각각 평 면 a 와 평 행 이 면 /? 는 a 와 평 행 이 
다. 왜 그런가? 

(될0 f ) a II a , b H a , a, Z?C Q , a% 헐 i 3 // q 게 

을 밝히자. 

사설 13 Q 스라고 가정 하면 /? 는 a 와 사권다. 

라고 하면 정려 1에 외하여 



\ I 

\ / 



a! / C, b // C 

이것은 직선밖외 한 점을 지나면서 그 직선에 평행인 직선은 있으며 오직 하 
나라는 사설에 모순된다. (그림 4-12) 

따라서 (5 11 a 


문 제 

1. 다옴 명제에서 옳은것은 어느것인가? 

1) 평행이 아닌 두 평면 a , i 3 가 다른 한 평면 r 와 사궐 때 그 사점선 a, b 는 평 
행이 아니다. 

2) 평행이 아닌 두 평면밖외 한 점을 지나며 그 두 평면에 평행인 직선 a 는 있다. 

3) 어기는 두 직선 a , 밖외 한 점 M 을 지나는 평면 0^는 직선 a , 와 사권다. 
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2. 두 평행평면 a ,/? 사이에 꺼워있는 평행선분들외 길이는 같다. 왜 그런가? 

3. 점 0 에서 사귀는 두 직선 a ,와 점 Oi 에서 사귀 는 두 직선 에서 alla^, bllb^ 

이면 Z ( a, b) = Z ( & i ) 이거나 ^ (a, b)-^ Z )=180° 이다. 왜 그런가? 

(여기서 ^ ZO 는 두 직선 CI , 사이외 각을 표시 한다. ) 

4. 한직선 £에 각각 평행인 두 평면 외 사점선은 £에 평행이다. 왜 그런가? 

5. 두 평면 Q 스와 i 3 가 직선 m 에서 사권다. CDC (3 , ABC a , CD/ / m, ABHm^A 일 
때 CD 와 AB 는 어 기는 직선임 을 증명하여 라. 

6. 두 평면 a , i 3 가평행이고직선 이다. 평면 i 3 에 직선 (2 와 평행인 직선 b 

를 그려라. 


3. 적선 및 평면의 수적 




[두 직선 a, 가어 기고있다 . a 외 점 0, 


Oi 에서 b/ / mi , Z ?// m 2 되 게 직 선 mi, m2 
를 긋자. 각 0 와 0 ' 가 같겠는가? 또 a 
외 다른 점에서 평행직선을 긋고 생각해 
보아라. 



그림 4-13 


두 직선 a 와 6가 ( H 길 W 어느 한 직선 a 의 한 
점 0 볼 지나 6 에 평행인 직선 /II 을 그었을 HH 생기 
는 각 0 볼 어기는 두 작선 a , 6사이의 각이라고 부 
로고 Z («, 6) 로 표 A [한다. 그리고 Z ( a , 6 )=ZR 
일 m a 와 b 는 수적이라고 부 M 다. 




a[ 직 6 면체에서 모서리 AD 와 AiBi 은 어기는 
직선이고 Z(AD, AiBi) = ZR 
이 므로 서 로 수직 이다. (그림 4-14) 

직선 £이 평면 a 에 놓이는 모든 직선파 수직일 때 
£ 은 a 와 수적 이 라고 부론다. 직 선 £이 평 면 a 와 수직 
일 때 JZ 은 a 외 수적선, 그렇 지 않을 때 £ 은 a 외 선 
이 라고 부론다. 
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평면 a 에 평행광선을 수직으로 비쳤을 때 
평면 a 에 나라난 도형 F 외 그림 자를 도형 F 외 
평면 a 에 던진 바른사영이라고 부르고 

(AfS.F » 또는 P,F 

^ 들 a 

와 같이 표시한다. 

이때 평면 a 를 >나영면이 라고 부론다. 





^ 기 등 BBi 외 버 덤 줄 AB 에 태 양광선 이 


정 오에 수직 으로 비 칠 때 그림 자 ABi 
이 얻어졌다. 오후 3시에 그림자가 
AB 2 로 나라났다. 

1) ZBABi 파 ZBAB 2 가운데 어느것 
이 큰가? 

2) AB 외 모든 그림자가운데서 AB 와 
이루는 각이 제일 작은것은 어느 
것이겠는가? 



9 i 선 £ 의 평면 a 에 a 전 UhM 
사영을 S / 라고 m uti m } v 
가 0 [^fe 각을 직선 2 파 평면 
a 가 0 [^fe 각이라고 부 MCK 


JZ 



0 



m 


평면에 놓인 한 직선은 그 평면을 두 부분으로 나 
눈다. 이때 메 부분을 반 평면이라고 부론다. 

평면은 공간을 두 부분으로 나눈다. 마찬가지 로 한 
직선에서 나가는 두 반평면도 공간을 두 부분으로나 
눈다. 



a )8 



B 


그림 4-18 
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한 직선으로부61 나가는 2개의 반평면 
파 그사이에 21 공간부분을 2면각이라고 부 
른다. 여기서 공평직선을 2 면각의 모서리, 
반평면을 2 면각의 면 0 [라고 부로끄 모서리 
가 AB 이고면이 a , /?인 2 면각을 «2 면 
각 AB» 또는 «2 면각 aABiS »£l*aOf 
표 A [한다. 





2면각외 모서리에서 임외로 한 점 C 를 잡고 C 를 지나서 모서리에 수직인 반직선 
을 메 면에 그었을 때 이 두 반직선이 만드는 각은 일정하다. 

이 각을 주어 진 2면각으 I 평면각이라고 부론다. 

2면각외 크기 는 그 2면각외 평 면각외 크기 로 표시한다. 


두 평면0 [ 0 2 면각의 평면각을 

두 평면사이의 각이라고 부 M ： F . 

두 평면사이의 각0[ 직각일 HH 
두 평면은 서로 수적이라고 부 M 다. 



직선 £이 평면 a 에 놓여있는 사귀는 두 직선 와 각각 수직이면 £은 a 와 
수직 이 라는것을 알고있다. 그러 고 직선 £ 이 평면 a 와 수직 이면 £ 을 지 나는 평면 
가 a 와 수직이라는것도 알고있다. 

이 명 제 외 거 끌명 제 도 성 럽 한다. 즉 두 평 면 a , 가 수직 이 면 외 점 A 에 서 (1 

에 그은 수직선은 에 포함된다. 

사설 만일 수직 선이 에 포함되 지 않는다고 가정 하면 에 서 점 A 를 지 나 사점 

선 £ 에 수직선을 그었을 때 그것은 평면 a 와 수직이여서 결국 A 를 지나며 a 에 수 
직인 직선이 둘이라는 모순이 생긴다. 


발몇 i 


^ 기 등 AC 에 버 림 줄 AB 가 그림 파 같이 있 


다. 땅바닥에 태 양광선 이 수직 으로 비칠 
때 버 림 줄외 그림 자 BC 가 얻 어 졌 다. 점 B 
에 서 버 럼 줄에 수직 인 직 선 a 는 그림 자 BC 
에 도 수직 이 겠는가를 생 각해 보아라. 거 꾸 
로 그림 자에 수직 인 직선 a 는 버 럼줄에도 
수직이 겠는가를 생 각해 보아라. 
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정리 3. 사영면 a 에 놓인 직선 ^ 가 Z ? 와 수직0[면 직선 a 는 선의 

UhS 사영 파도 수직0 [다. 


(증명) Z? 외 한 점 A 에 서 에 그은 수직 선외 

밑 점을 Ai 이 라고 하면 Ai 은 에 놓인다. 
(그림 4-20) 

bLa (조건) 이 고 AAj _L a 이 므로 

AAj La 

따라서 a 는 /? 와 AAi 이 결정하는 평 면 
^와 수직 이다, 그러 므로 ^ 는 ^ 에 놓여 
있 는 직 선 과 수직 이 다. 즉 

aLb^ 



정리 4. 사영면 6dH[ 놓인 직선 a 가 의 timhm 와 수직이면 직선 

^ 는 5i 선 b 오[도 수직0 [다. 


이것은 정려 3을 증명할 때와 득같은 방법으로 증명할수 있다. 
이 정리들을 세 수적선으 I 정리라고 부론다. 


a[ 2 ^ 


평 면 a 외 한 점 M 을 지나며 a 에 수직 인 직 선을 구하여 라. 


(a0[) 평면 6^에서 점 M 을 지나는 수직인 두 직선 a , 6를 정한다. 평면 a 밖 


에 임 외 로 한 점 P 를 잡고 a 와 P 를 지 
나는 평 면 를 얻 는다. 에 서 점 M 을 지 

나며 (2 에 수직인 직선 C 를 구한다. 

사귀 는 두 직선 b , C 가 결정하는 평 면 / 

에 서 점 M 을 지 나며 b 에 수직 인 직 선 d 
를 구한다. d 는 구하려는 수직선이 다. 
(그림 4-21) 

사설 a_L6, a_Lc 이 므로 aLy 
따라서 이 다. 



그림 4-21 


그러 고 이 고 a, Z? (그 a 이 므로 

dLa 
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a [ 3^ 평면 a 외 한 점을 지나며 a 에 수직인 직선은 있으며 오직 하나뿐이 
다. 왜 그런가? 

(#0[) 그러한 직선이 있다는것은 례 2에서 밝혀 
졌다. 

이제 그러한 직선이 둘 있다고 가정 하고 
그것 을 H , JZi 이 라고 하자. £ , JZ 1을 지 
나는 평 면 yff 와 a 와외 사점 선을 a 라고 
하면 Z ( JZ , a) = A{ JZ 1 , a ) = ZR 이 므로 

JZ , JZ 1 는 일 처 한다. 이 것은 가정 에 모순된다. 그림 4-22 

SI 4^ 평 면 ^ 에 수직인 두 직선 m , n 은 서로 평행이다. 왜 그런가? 

(#0[) m )V ^이라고 가정하자. 

m , ^이 한 평면에 놓이는 경우 m, ^은 사권다. 

P 

✓ N 

/ N 

/ \ 

/ \ 

m n 

/ aL - Jb 

> _ , 


그림 4-23 

스 PAB 에서 ZPAB = ZPBA=ZR 이므로 이 3각형외 아낙각외 합은 18 (T 보 
다 크다. 이것은 모순이다. 

m, ^이 한 평면에 놓이지 않는 경우 m, n 은 어긴다. m 파 B 를 지나는 평 
면 yff 는 와 수직 이 고 n 은 와 점 B 에 서 사권 다. 결 국 점 B 를 지 나며 

a 에 수직 인 ^이 점 B 를 지 나며 a 에 수직 인 평 면에 포함되지 않는다는 모 
순이 생긴다. 

이 러하여 m / Ai 이 라는것 이 밝혀 졌 다. 


31 직 선 £ 이 서 로 평 행 인 두 평 면 a, P 가운데 

서 하나에 수직 이 면 다른것 에 도 수직 이 다. 왜 
그런가? 

(풀이) 직선 £을 지나는 평면 /가 a , 와 사귀는 선 
을 a , 라고 하고 JZ 을 지 나는 다른 한 평 면 5 
가 a , yff 와외 사점선을 b , 라고 하자. 

이면 fila , filZ ?, a // y 5 이므로 

allbII 
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따라서 JZ JZ 
이 러 하여 _L ^ 


a[ O 바른 6 면체 ABCDA ^ BiCiDi 에서 옆모서 리 AA ^ 파 CCi 외 가운데점을 M , 
N 이라고 하면 DBi ^ MN 이다. 왜 그런가? 


(풀이) 직6면체 외 옆모서 리 들은 밑 면에 수직 이 므로 
서로 평행이다. (그림 4-25) 

따라서 AAJ / CC , 

그러 고 두 밑면은 모서 리 에 수직이 므로 서 
로 평행이다. 따라서 AAi ， CCi 를 지나는 평 
면이 두 밑면파 사귀는 선은 서로 평행이다. 

즉 AC // A^Ci 
또한 AAj 이 밑 면파 수직이 므로 
AAilA^Ci 

이 리하여 AA^CiC 는 직4각형 이라는것 을 알수 있다. MN 은 직4각형 
AA ^ CiC 외 중간선이므로 

MN // AiCi ， DiBilA ^ Ci ， D ^ Bi ^ 사영밑면 DB ^ 이므로 DB ^ lA^Ci 
따라서 MNlDBi 



a[ 7 ^ 2면각외 한 면외 점 으로부터 2면각외 모서리까지외 거 리는 다른 면까지 
외 거리외 2배와 같다. 이 2면각외 평면각을 구하여라. 

( 풀이 ) 2면각 aAByff 외 면 a 외 점 M 으로부터 모서리 AB 까지 거리가 MN 이면 
/? 까지 외 거 리 MH 외 2배 라고 하자. (그림 4-26) ^ 

그러 면 MN1AB, HN= 사영 ^ MN 이 므 

로 HN1ABM1 수직선외 정리) 

따라서 ZMNH 는 2면각외 평 면각이다. 

MH1 이 므로 MH1HN 

따라서 A NMH 는 직 3각형 이 고 브브 = - 

MN 2 

이므로 ZMNH = 3(T 

SI O 평 면 a 와 각 0 를 이 루는 평 면 y ? 에 놓여 있 는 A ABC 를 a 에 바른사영 
하여 을 엄었다. 이때 S ( AAiBiCi )= SUABC ) cos ^ 라는것 

을 밝혀라. 


B 



그림 4-26 


103 




















( 풀이 ) 평면 a, 외 사점선을 fi, 평면 AA^B^B, AA^CiC 가 £파 사귀는 점을 각각 
M, N 이라고 하자. A 에서 £에 수직선 AH 를 긋고 H 와 을 맺으면 

AiH= 사영 ^ AH, AH1 J2 이 므로 AiHl H 


S ( AAiMN ) = -MN - AiH=-MN - AH - cos ^ = S ( AAMN ) cos ^ 

2 2 


따라서 S ( ABiMN )= S ( ABMN ) cos 6 M 고 
S (A AiBiN ) = S(A AiMN ) - 
S(A BiMN ) = S(A AMN)cos d 
- S ( ABMN ) cos ^ 

= [S (A AMN ) -S (A BMN ) ] 
cos 0 = S(A ABN ) cos 9 


A 



: X. 

S (A AiBiN) =S (A ABN) cos 6 
그러 므로 만일 BCAOZ 이 면 

S(ABiCiN) = S(ABCN)cos6^ 

이 로부터 BCAOZ 이 면 

S(AA^B^C^)=S(A AiMN) -S (A BiMN) -S (A BiCiN) 

=S(A AMN) cos ^ —S(A BMN) cos ^ —S(A BCN)cos6^ 
=S( A ABC) cos 6 스 


BC//fi 이 면 B^C// JZ, AHIBC, A^H ^ 이 므로 AH 와 직 선 BC 와외 
사권 점 을 L, 이 점 외 바른사영 을 Li 이 라고 하면 

= A^H - L^H = AHcos 6^ - LHcos 6^ = (AH - LH ) cos 6^ = ALcos d 

이 고 


S ( AAiBiCi ) = -BiCi - A . L , =- BC - ALcos ^= S(A ABC)cos 0 


문 제 

1. 직선 m , ^ 파 평면 a , iS 가 있다. 다옴외 명제에서 옳은것을 같라내여라. 

1) m-L a , nl - [3 , m//n a // [3 

2) m-L a , [3 , m-Ln a -L [3 

3) m // a , a -L [3 m-L /3 

4) a -i 13 y m-i 13 수 } n II a 

2. 평면 a , iS 가 직선 £ 에서 사권다. 사점선 £외한 점 M 을 지나며 평면 a , [3 
에 놓이는 두 반직선 a , Z ? 사이외 각이 취하는 범위는 아래외 어느 경우인가? 


1) 

[0° , 90° ) 

2) 

(0° , 

90° ] 

3) [0° , 90° ] 

4) 

(0° , 180° ) 

5) 

[0° , 

180° ] 

6) 가놈할수 없고 
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3 . 평면 a 와 그밖외 한 점 M 이 주어졌다. M 을 지나며 a 에 수직 인 직선을 그려 라. 

4. 세 직선 a , b , c 가 평면 a 에 놓여있다. 직선 m 은 a , Z ? 와는 수직이고 c 와는 수 
직이 아니다. 다음것을 밝혀라. 

1) a 와 외 자러관계 2) m 파 0^ 외 자러관계 

5. 한 직선이 평면 a 에 놓여 있는 다옴파 같은 두 직선파 각각 수직 일 때 그 직선파 
평면은 서로 수직인가? 

1) 3각형외 두 번 2) 제형외 두 밑번 3) 원외 두 직경 

6. 두 평행평면가운데서 하나에 수직이 아닌 직선은 다른것파도 수직이 아니다. 왜 그 
런 가? 

1. OABCD 외 대 각선외 사점 점 0 를 지 나면서 4각형평 면파 사귀 는 선분 OM 을 
MA = MC , MB=MD 되 게 그었 다. 이 때 OM 은 4각형평 면에 수직 이 라는것 을 밝 
혀라. 

8. 직선 £ 이 평면 a 와 점 0 에서 사귀 였다. £파 a 가 이루는 각을 0 라고 하자. a 
에 서 0 를 지 나는 임 외 외 직선을 JZ 1 이 라고 하면 Z ( JZ , £ 1 ) ^ 0 이 라는것 을 증 
명 하여 라. 

9. 2면각 aABiS 안외 한 점 M 에서 a , i 3 에 그은 수직선분외 길이는 같다. 점 M 에 
서 모서 리 AB 에 그은 수직선은 이 2면각을 2등분한다. 왜 그런가? 

10. 빗번이 AB =9 cm 인 두 직2등번3각형 ABC 와 ABC ^ 이 서로 수직으로 사귀였다. CC ^ 을 

구하여 라. 

련습 문제 


1. 점 A 에서 사귀는 두 직선이 있다. 점 A 가 아닌 점을 지나면서 이 직선들파 동시 
에 사귀는 모든 직선들은 한 평면에 놓인다. 왜 그런가? 

2. 주어진 직선밖외 한 점을 지나면서 이 직선파 사귀는 모든 직선들은 한 평면에 놓 
인다. 왜 그런가? 

3. 직선 AB 와 CD 가 한 평면에 놓여있지 않으면 직선 AC 와 BD 도 한 평면에 놓여있 
지 않다. 증명 하여 라. 

4. 어 느 네 점도 한 평 면에 놓여 있지 않는 6개외 점은 몇개외 평면을 결정 하는가? 

5. 세 평면 (:니 iS,r 가 하나외 공통점 A 를 가진다. 이 세 평면외 자러관계를 밝 
혀라. 

6. 어기는 두 직선 a , 6와 이 직선에 있지 않는 점 0 가 주어졌다. 0 를 지나며 a , b 
에 평행인 평면을 구하여라. 

7. 두 평 면 a , iS 가 평 면 r 와 각각 평 행 이 면 a , iS 는 서 로 평 행 이 다. 증명 하여 라. 

8. 평면 a II a jS 이고 직선 C , c ^ 이 a [] 13 = c , a i 3 ^ 효 이면 c llc \ 이 라 
는것 을 증명하여 라. 

9. 직 선 a 에 서 사귀 는 두 평 면과 평 면 a 와외 사점 선이 서 로 평 행 이 면 이 두 평 면외 사 
점선 ^는 a 와 평행 이 다. 왜 그런가? 
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10. 다옴 _에 맞는것을 써넣어라. 

세 평 면 이 a ± i 3 , 일 때 공간은 _일 때 _개 외 부분으로 나누인 다. 

(a ± r , 0 ^ // r 인 경 우로 같라서 고찰하여 라. ) 

11. 평면 a // /3 이고 a 에 놓인 OABCD 외 정점들을 각각 지나는 평행직선들이 /3 
와외 사점 점 을 Ai , Bi , Cl , Di 이 라고 하면 AiBiCiDi 은 평 행 4번형 이 다. 증명 하 
여라. 

12. 점 0 를 지나는 세 직선 a , b , c 가 둘씩 서로 수직이면 이 직선들이 들씩 결정 

하는 세 평면 (고 , i 3, r 는 들씩 서로 수직 이다. 왜 그런가? 그 거끌도 성 립 하 
는가? 

13. 직선 £ 에서 서로 수직으로 사귀는 두 평면 a , iS 가 있다. 이 평면들밖외 한 점 
A 에서 a , i 3 에 그은 수직선외 밑점을 P , Q , 사점선 £에 그은 수직선외 밑점 
을 R 라고 하면 4각형 APRQ 는 직4각형 이 다. 증명하여 라. 

14. 어기는 두 직선 a , 6와 거기에 놓여있지 않는 점 A 가 주어졌다. 점 A 를 지나며 
직선 (2, 6와 사귀는 직선을 구하여라. 

15. 서로 수직인 두 평면에 각각 점 P , Q 가 있다. 이 점으로부터 평면외 사점선까지외 
거리는 PPi =14 cm , QQi =7 ciii 이다. PQ =21 cm 일 때 PiQi 을 구하여라. 

16. 공간에서 

1) 네 점이 한 평면에 있지 않는다면 이 네 점에서 어떤 세 점도 모두 한 직선에 있 
지 않다. 

2) 두 직선이 공통점을 가지지 않는다면 이 두 직선은 서로 다른 평면에 있는 직선 
이다. 

이 두 명제에서 거끌명제가 옳은 명제로 되는것은 어느 경우인가? 


제 2 절. 다 면 제 


1. 각기등 

몇개의 다각형으로 몰 a 막인 공간의 부분을 다면체라고 부 M：F. 

다면체를 이루는 다각형을 그 다면체외 면, 면들이 사귀는 공통번을 모서리, 모 
서 리 들외 사점 점 을 정점이 라고 부른다. 

한 면에 들어있지 않는 두 정점을 맺는 선분을 그 다면체외 대각선이라고 부른다. 
다면체외 임외외 두 점을 맺는 선분이 늘 다면체에 들어있을 때 그 다면체를 볼 
톡다면제, 그렇지 않으면 오목다면제라고 부론다. 
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볼록 다면체 



오목 다면체 


다 그림 4-28 

면체라고 하면 볼록다면체를 말하는것으로 한다. 

면이 ^개인 다면체를 ^면제라고 부론다. 

다면체에서 면외 수가 가장 적은것은 4면체 이다. 

따라서 ^면체라고 할 때 ^^4이다. 

다면체가운데서 모든 면들이 합동인 바른다각형 이고 메개 정 점 에서 나가는 모서 
러외 수가 같은 다면체를 바른다면체라고 부론다. 

바른다면체에는 바른4면체, 바른6면체, 바른8면체, 바른12면체, 바른20면체 다 
섯가지만 있다. 


두 면은 평행0 \JL 다른 Has 모두 한 직선에 평행인 다면체뿔 
각기등이라고 부 M 다. 


여기서 평행인 두 면을 각기등외 밀면, 한 직선에 평 
행인 면들을 각기등외 염면이라고 부론다. 

두 옆면외 공통번을 각기등외 염모서리, 두 밑면 
사이외 거리를 각기등외 높이라고 부론다. 

밑 면외 번 이 ^개 인 각기등을 /7 각기등이 라고 부 

른다. 

두 밑면이 다각형 ABCDE , AiBiCiDiEi 인 각기 
등을 각기 등 ABCDE - AiBiCiDiEi 과 같이 표시한다. 
각기 등은 다옴파 같은 성 질을 가진다. 


A 


Ai 



- 그고 L 구- 29 

정리 1 . 1 ) S 모서리들 S 서로 평행이다. 

2) 옆면 돌 S 평행 4 a 형 () [다. 

3) 두 밀면은 합동이다. 


(증명) 1) 직 선 H 에 각각 평 행 인 두 평 면 , i 3 외 사점 선은 £ 과 평 행 이 다. 
이 로부터 

H //AAi , H //EE, 

따라서 AAi //BBi // ••• //EEi 
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2) AAi //BBi 이고 두 평행평면 ABCDE, AiBiCiDiEi 이 다른 한 평면 
AAiBjB 와 사귀여 생긴 사점선 AB 와 AjBi 은 평행이다. 따라서 옆면 
AA^ B^B 는 평 행4번형 이 다. 

다른 옆면들에 대해서도 마찬가지로 증명된다. 

3) 옆면들이 평 행4번형 이 므로 

AB II , BC^B^Ci，•••, EA £ 

따 라서 

ZABC=ZA,B,C,, ZBCD=ZB,C,D,, •••, ZEAB=ZE,A,B, 

따라서 두다각형 ABCDE 와 A^BiCiDiEi 에서 대응하는 번파 각들이 각 
각 같으므로 합동이다. 

옆모서리가 밑면에 수직인 각기등을 적각기등, 수직이 아닌 각기등을 밋각기등이라 

고 부른다출 

특히 밑면이 바른다각형인 직각기등을 바른각기등이라고 부론다. 

각기등에서 한 옆면에 놓이지 않은 두 옆모서리를 지나는 평면외 자롬면을 그 각 
기등외 대각선면 이 라고 부론다. 





그림 4-30 


# 구 

3 직느기등에서 정점수 - 모서리수 + 면의 수 =2 인가름 알아보아라. 
번의 수 /! 에 대하여 수학적구 [ ys 을 써서 모 g 각가§에서 

S 점수 - 모서 H [수 + 면의 수 = 2 
라는것을 증명할수 있는가? 

n 각기등을 n-l 각기등으로 a 기고 생각한 다음 다 Af n 각기등으로 
넘기면서 정점수 - 모서리수 + 면의 수볼 게느^ 5 KM 라. 
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제 


1. 다옴것은 어떤 도형인가? 

1) 직 각기등외 옆 면 2) 바른각기 등외 옆 면 

2. 빗각기등외 대 각선면은 평 행4번형 이 고 직 각기 등외 대 각선면은 직4각형 이 다. 왜 그 
런 가? 

3. 각기등을 밑면에 평행인 평면으로 자르면 자롬면은 밑면파 합동이다. 증명하여라. 

4. 각기등을 옆모서리에 평행인 평면으로 자르면 자름면은 평행4번형이다. 증명하여라. 

5. 다옴 명제에서 옳은것은 어느것인가?. 

1) 옆면들이 다 직4각형 이 며 린접한 두 옆면사이 외 각이 다 같은 각기등은 바른 
각기 등이 다. 

2) 밑면에 평행인 임외외 자롬면이 밑면파 합동이면 그 도형은 각기등이다. 

3) 3각기등외 임외외 자롬면은 3각형파 4각형 이 다. 

4) 4각기 등외 대 각선면은 6개 이다. 

6. 빗3각기등외 옆모서리외 길이는 8, 옆모서리와 밑면이 이루는 각은 60°, 메 옆모서 
러사이외 거리는 각각 3, 4, 5이다. 이 각기등외 체적 및 겁면적을 구하여라. 


2. 평행6면제 


밀면이 평행4 a 형인 각기등을 평행 6 면제라고 부 MCK 


평행6면체가운데서 옆모서리가 밑면에 수직인것을 적평행6면제, 수직이 아닌것을 
5 JS 행6면제라고 부론다. 

특히 밑면이 직4각형인 직평행6면체를 적6면제라고 부른다. 

바른6면체 는 모서 리 들이 다 같은 직6면체 이 다. 

정 리 1에 외하여 평 행6면체 는 다옴파 같은 성 질을 가진다. 

® 평행6면체외 모든 면은 평행4번형이다. 

(D 직 평 행6면체 외 옆면들은 직 4각형 이 다. 

( 3 ) 직6면체 외 모든 면은 직 4각형 이 다. 

( 4 ) 바른6면체외 모든 면은 합동인 바른4각형이다. 

평 행6면체 는 이 밖에 도 다옴파 같은 성 질을 가진다. 


정리 2. 1) 맞은 면돌은 평행이며 합동이다. 

2) 대각선들은 모두 한 점에서 사구[고 그 
점에서 2 등분9다. 
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(증명) 1) 정 리 1에 외하여 두 밑면은 평 행이며 합동인 평 행4번형 이 다. 

맞은면들을 고찰하자. AA ^ D ^ D 와 BBiCiC 에서 

AAy / BBi ， AD//BC 이므로 
면 AA ^ D^D // 면 BB ^ CiC , ZA , AD = ZB,BC 
그러 고 AAj = BB ^ , AD = BC 이 므로 

OAA 니 D 그 BBj CjC 

마찬가지 로 맞은면 AA ^ B ^ B 와 DD ^ CiC 가 평행 이며 합동이 라는것을 밝 
힐수 있다. 


D C 




2) AD 와 B ^ Ci 은 각각 파 평행 이므로 ADCiBi 은 한 평면에 놓인다. 

이 4각형에서 AD ^ A ^ Di^BiCi 이므로 4각형 ADCiB ^ 은 평행4번형 

이 다. 따라서 대각선 ACi 파 DBi 은 사점점 M 에서 2등분된다. 

마찬가지로 4각형 ABCiDi 도 평행4번형 이고 대각선 BDi 은 대각선 ACi 

외 가운데점 M 을 지 나고 그 점 에서 2등분된다. 

결국 대각선 ACi , DBi , BDi 은 한 점 M 에서 사귀며 그 점에서 2등분 
된다. 

마찬가지 로 대 각선 AiC 가 점 M 을 지 나며 그 점 에서 2등분된다는것 을 
밝힐수 있다. 


g [ ^ 평 행6면체 를 그림 4-33 파 같은 
이 다. 증명하여 라. 

(증명) 맞은면 ABCD 와 은 평행 

(정 러 2) 이 므로 자롬면 Y 와외 사점 선 
KN//LM (1) 

또한 맞은면 AA ^ B ^ B 와 DD 1 C 1 C 

는 평 행(정 리 2) 이 므로 자름면 Y 와 
외 사점선 KL//NM (2) 

따라서 (1), (2) 로부터 
자름면 KLMN 은 평 행4번형 이 다. 


평 면으로 자르면 자롬면은 평 행4번형 


D N 



그림 4-33 
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1. 모임 {바른4각기등} , N = {직4각기등} , P = {직6면체} , Q = {직평행6면체} 

이다. 다움 모임들사이외 관계에서 옳은것은 어느것인가? 

1) MCPCNCQ 2) MCPCQCN 3) PCMCNCQ 4) PCMCQCN 

2. 직6면체외 대각선외 길 이는 모두 같다는것 을 밝혀 라. 

3. 직 평 행6면체 외 밑 면외 두 번은 6 cm , 8 cm 이 고 그사이 외 각은 60°이 다. 이 직 평 행 
6면체외 높이가 3 crn 일 때 대각선면외 면적을 구하여라. 

4. 직평 행6면체외 밑면외 두 번은 3 cm , 4 crn 이 고 그사이외 각은 30°이 다. 이 직평 행 
6면체외 높이가 6 crn 일 때 대각선외 길이를 구하여라. 

5. 직평 행6면체외 밑번외 두 번은 2 cm , 5 cm , 밑면외 작은 두 번사이외 거 리는 4 cm , 

옆모서 리외 길 이는 2 V ^ cm 이 다. 이 직평 행6면체외 대각선외 길 이를 구하여 라. 

6. 바른6면체외 한 모서리는 a 이다. 한 정점으로부터 대각선까지외 거리를 구하여라. 

7. 바른6면 체 ABCDA / B^Ciy 에 서 모서 러 AB , BB 북, BT 북, CTT ETD , DA 외 가운 

데 점 을 각각 L , M , N , P , Q , R 라고 할 때 6각형 LMNPQR 는 바른6각형 임 을 증 
명 하여 라. 

3. 각뿔과 각뿔대 


■ 

다각형파 다각형평면 한 점을 다각형의 정점들파 맺이서 
얻은 3 각형들을 면으로 하는 다면체뿔 각뿔이라고 부 M ： F . 


여기서 다각형을 각톨외 밀면, 한 점을 각 
톨외 정점, 3각형들을 각톨외 염면, 정점파 밑 
면외 정점들을 맺는 선분들을 각톨외 g 모 
서리, 정점에서 밑면까지외 거 리를 높이라고 부 
른다. 

정점이 S 이고 밑면이 다각형 ABCD - E 인 
각톨을 각톨 S - ABCD -- E 와 같이 표시한다. 

밑 면외 번 이 카 개 인 각톨을 각뿔이라고 
부론다. 



밑면 

그림 4-34 


밑면이 바른다각형이고 옆모서리외 길이 
가 모두 같은 각톨을 바른각뿔이라고 부론다. 

각톨외 정 의 로부터 각톨외 밑 면은 다각형 이고 옆면은 3각형 이 다. 
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각쿨을 밀면에 평행인 평면으로 자름 W 밀면파 자름면사이의 
부분을 각뿔대라고 부 M ： F . 


여기서 평행인 두 면을 각톨대외 밀면, 나 
머지 면들을 각톨대외 염면, 두 밑면사이외 거 
리를 각톨대외 높이라고 부론다. 

^각톨로부터 얻 어지는 각톨대를 ^각뿔대, 바 
른각톨로부터 얻어지는 각톨대를 바른각뿔대라 
고 부론다. 

밑면이 ABCD---E , AiBiCiDr-Ei 인 각톨 
대 를 각톨대 ABCD---E - AiBiCiDr-Ei 과 같이 
표시 한다. 


El 






밑면에 평행인 평면으로 자르면 자롬면은 밑면외 모양파 같은 


가? 또 4각톨일 때는 어떤가? 


정리 3. 격불을 밀면에 평행인 평면으로 자로면 

1) 자름면은 밀면파 닭은 다각형이다. 

2) 자름면파 밀면의 면적의 비는 정점으로¥61 그 면까지의 
거리의 2 제급파의 비와 갈다. 


(증명) 각톨 S-ABCD-EF 를 밑면에 평행인 평면으로 잘랐을 때 자롬면을 
AiBiCiDi*•'EiFi 이라고 하자. 

정점 S 에서 밑면파 자롬면까지외 거 리를 각각 SO, SOi 라고 하자. 

1) 자롬면 //밑면이므로 이 면들과 옆면외 사점선들은 서로 평행이다. 

즉 AB //AiBi, BC//B1C1, CD// C1D1EF//EiFi 

따 라서 

ZA =ZAu ZB=ZBu ZOZCi, •••, ZF =ZFi 
그러므로 

다각형 ABCD---EF CO 다각형 AiBiCiDi ••• EiFi 

2) 1) 로부터 

S(AACA •E.FQ ^ rA,B，Y 이 
S(ABCD- -EF) I AB J 

그런데 스 OAB^ 스 OiAiBi 이 므로 
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AiB, OA 

AB OA 

이고 스 SAO 에서 AiOi//AO 이므로 

0,A, SO, 



OA SO 


따 라서 

SO, 



AB SO 


(1) 파 

(2) 로부터 



S(A,B,CA* 

fsoA 


S(ABCD* -EF) ~ 

IsoJ 


( 2 ) 


S 



ai 바른각톨외 높이는 밑면인 바른다각형외 중심을 지난다. 증명하여라. 

(#0 [) 바른각톨 S-ABCD-EF 에 서 높이 를 SO 라고 하면 직 3각형 SAO, 직 3각 
형 SBO, 직3각형 SCO, ••• , 직3각형 SFO 에 서 
SA=SB=SC>Sr> ••• =SE=SF, SO : 공통변이므로 

직3각형 SAO = 직3각형 SBO = 직3각형 SCO= ••• =직3각형 SFO 
따 라서 

AO=BO=CO= ••• =FO 

결국 0 는 바른다각형 ABC ••- EF 외 중심이다. 

aT^ 각톨대 AiBiCiIV-EiFi- ABCD-*EF 에서 

AB/M^B^, BCZ/B^Ci，•••, FA //F,A, 

(두 평행 인 밑면들외 옆면과외 사점선)이므로 옆면 AAiBiB , BBiCiC, •••, 
FFiAiA 는 제형이다. 

S[ 3^ 각톨외 밑면은 평 행 4번형 인데 그 번들은 3cm, 7cm 이 고 한 대 각선은 
6cm 이 다. 각톨외 높이는 4cm 인데 밑면외 대각선외 사점점 을 지난다. 각톨외 
옆모서 리들을 구하여 라. 

(#0[) 평행4번형 ABCD (밑면)에서 AB=7, 

AD=3 이 라고 하면 BD=6 이 고 

KO + BD 오 =2(AB^ + AD 오 ) 

AC^ + 6오 - 7 XV + 3^ )=116 

AC 요 =116-36=80, AC=4V5 


S 
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따라서 AO=2V5, BO=3 


그러 고 SO±OA, SO^OB 이 므로 스 SOA 와 스 SOB 는 직3각형 이 다. 


따 라서 

SA= VSO' +A0' = V 굽^도 = ^6=6 (cm) 

SB^VSO" +BO" = V4" +3" =4^ = 5 (cm) 

문 제 

1. 바른각톨을 밑면에 평행인 평면으로 자르면 자롬면은 바른다각형이다. 왜 그런가? 

2. 바른각톨대외 옆면은 바른제형이다. 왜 그런가? 

3. 다옴 명제에서 옳은것을 찾아보아라. 

1) 옳은 명제 «4 각기등은 6 면체 이다. ) 외 거끌명제는 옳은 명제 이 다. 

2) 옳은 명제 «바론각톨대외 옆면들은 바론제형 이 다. ) 외 거끌명제는 옳지 않은 
명제이다. 

3) 바른 4 각톨외 한 모서리에 평행인 임외외 자롬면은 3 각형 또는 4 각형이다. 

4. 바른각톨대외 옆면적은 두 밑면외 둘레외 길이외 합파 옆면외 높이와외 적외 一파 

2 

같다. 증명하여 라. 

5. 밑면적은 400cm 오인 각톨외 높이를 4 등분하고 그 점들을 지 나며 밑면에 평행 인 평 
면으로 각톨을 잘랐다. 자롬면외 면적을 구하여라. 

6. 3 각톨 S-ABC 외 네개 외 모서 리 SA, AB, BC, CS 외 가운데점 을 각각 K, L, M, 
N 이 라고 할 때 SB=AC 이 면 KM^LN 이 라는것 을 증명하여 라. 



유명해전 다면체 C,o 

정점이 60개 () [고 매 정점을 지나는 모서리가 37H0[ffl 면될이 합동인 
UhM5 각형파 UhM6 각형인 다면체는 탄소동소제인 플31^!분자구조모형으로 
알려전 C^o 이다. C^o 의 발3으로 1996H 에 3명의 학자가 노벨화학상을 

수여받았다. C^o 의 면파 모서리의 개수볼 구 5f 여라. 
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련습 문제 


1. 한 번외 길이 가 ^인 바른4면체 가 있다. 서 로 맞대고있는 두 모서 리는 수직 으로 어 
긴다는것을 증명하여 라. 그러고 이 두 모서러사이외 거 리를 구하여 라. 

2. 직평행6면체외 밑면은 이웃한 두 번이 6 cm , 8 cm 이고 그사이외 각이 3 (T , 옆모서 
러는 5 cm 이 다. 겁면적을 구하여 라. 

3. 직6면체외 한 정점에서 나가는 세 모서리외 비가 3：7：8이고 겁면적은 808 cnf 이다. 
이 직6면체외 체적을 구하여 라. 

4. 자각기등에서 대각선외 총 수를 구하여 라. 

5. 4면체 ABCD 에서 모서 리 AD 와 BC 가 수직 이 라면 AD , BC 에 각각 평행 인 평면 
으로 잘랐을 때 자롬면은 어떤 4각형 이 되겠는가? 

6. 평 행 6면체 ABCD-AiBiCiDi 에 서 모서 리 AB , BBi , BiCi , CiDi , DiD , DA 외 가 
운데점 L , M , N , P , Q , R 는 한 평 면에 놓인다는것 을 증명하여 라. 

7. 직 3각기등외 밑 면외 번들은 각각 10 cm , 17 cm , 21 cm 이 고 높이 는 10 cm 이 다. 입 면 
외 제 일 작은 높이와 옆모서 리를 지나는 평면으로 각기등을 잘랐다. 자롬면외 면 
적 을 구하여 라. 

8. 밑면외 한 번이 ^ 이고 높이가 인 바른4각기등을 밑면외 한 정점을 지나면서 밑 
면외 대각선과 45^각을 이루는 평면으로 잘랐다. 이때 자롬면외 면적을 구하여 

라 . {b > 42 a ) 

9. 각톨외 밑면에 평행인 자롬면이 그 각톨외 높이를 3:4( 정점으로부터 시작하여)외 비로 
나눈다. 자롬면외 면적이 밑면적보다 200 cm 작다. 각톨외 밑면적을 구하여라. 

10. 각톨외 밑 면은 바른4각형 인데 각톨외 높이 는 밑 면외 한 정 점 을 지난다. 밑 면외 한 
번이 20 cm , 각톨외 높이가 21 cm 일 때 옆면적을 구하여라. 

11. 바른4각톨이 있다. 밑면외 한 번은 10 cm , 옆면파 밑면사이외 각은 4 (T 이다. 옆 
모서리와 밑면이 이루는 각을 구하여라. 

12. 바른4각톨외 밑 면외 한 번은 a , 각톨외 옆모서 리 와 높이 사이 외 각은 30°이 다. 

각톨외 밑면외 한 정점을 지나며 그 정점외 맞은편 옆모서리에 수직인 자롬면외 
면적 을 구하여 라. 

13. 밑면외 한 번이 각각 20 cm , 36 cm 이고 높이가 30 cm 인 바른4각톨대모양외 통을 만들 
려고 한다. 거기에 드는 철관외 면적을 구하여라. (뚜평은 없다.) 

14. 평 행6면체 외 밑면은 바른4각형 이고 웃밑 면외 한 정 점 에서 아래 밑 면외 메 정 점 
까지의 거 리는 같다. 밑면외 한 번은 a , 옆모서 리 가 일 때 6면체외 겁면적과 체 
적 을 구하여 라. 
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제 3 절. 히전제 


1. 원기등 


다문선으로 돌 S 1 W 인 평면도형 F 가 었다. Of 평면도형이 었는 
평면 a 뿔 평면의 한 직선 H 주우[로 회 HA m HH 평면도형0 [ 만도는 
도형을 히전체라고 부 M ： F . 


회전체외 정외로부터 회전체를 측을 지 나는 평면으로 자르면 자롬면은 측에 관하여 대 
청 이라는것 을 알수 있 다. 





그림 4-38 



직4각형 을 그 한 번을 측으로 하여 회 전시 킬 때 
얻어지는 회전체를 적원기등이라고 부르고 이것을 
간단히 원기등이라고 부르겠다. 여기서 측에 수직 
인 번이 그러는 면(원)을 원기등외 밀면, 측에 평 
행인 번을 원기등외 모선, 모선이 그러는 면을 원 
기등외 염면, 두 밑면사이외 거리를 원기등외 
높이라고 부론다. 원기등외 정외로부터 원기등을 측 
을 지 나는 평 면 으로 자르면 자롬면은 직4각형 이고 
측에 수직인 평면으로 자르면 자롬면은 원이라는 
것을 곧 알수 있다. 



정리 1. 원기등을 축에 평행인 평면으로 자로면 자름면은 직4 각형이다. 
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ai 밑면외 반경 이 2cm 이 고 높이 가 3cm 인 원기등 

을 측으로부터 1cm 만 한 거리에 있는 측에 평 
행인 평면으로 잘랐다. 자롬면외 면적을 구 
하여 라. 

( m \) 자롬면 AA ^ B^B 는 직 4 각형 이 다. (정 리 1 ) 

AB = 2V0A" - OH" = 2V2" -1" = 2V3 
AAj = 00 j = 3 

S(AA,B,B) = AB AA, = 2V3-3 = 6V3(cm") 


B 



31 2^ 반경 이 r 인 원기 등에 바른6면체가 내접 하 
였다. 이 바른6면체외 대각선외 길이를 구 
하여 라. 

(SOD 내 접바른6면체 외 모서 리 를 <2라고 하면 바른6 
면체외 성질로부터 

2a^ = (2r)^, = 2r^(a = V2r) 

대각선외 길이를 이 라고 하면 
H {Irf +a^ +2r' =6r^ 

JZ = V6r 



문 제 

1. 원기등외 측을 지나는 자름면은 바른4각형인데 대각선외 길이는 a 이다. 이 원기 
등외 옆면적와 체적을 구하여라. 

2. 원기등을 측에 평행인 평면으로 잘랐다. 이때 생긴 웃밑면외 자롬선(활줄)외 길이 
는 4 cm 이 다. 원기등외 밑 면외 반경 이 5crn 일 때 측으로부터 자롬면까지 외 거 리 
를 구하여 라. 

3. 원기등에 직6면체가 내접하였다. 이 직6면체외 밑면들은 각각 원기등외 밑면에 놓 
인다. 직6면체외 밑면외 이웃한 두 번외 길 이는 3cm, 4crn 이 고 높이는 5cm 이 

다 . 원 기 등외 겁 면 적 파 체 적 을 구하여 라 . 

2. 원뿔과 원뿔대 

" 직3각형을 그 한 직각번을 축으로 of 여 회전 A [길 m 얻어지는 호[전저[뿔 

적원뿔이라고 부로끄 이것을 간단5[ 원뿔이라고 부 M 다. 
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여기서 측에 수직인 직각번이 그러는 면을 원톨 
외 밀면, 빗번을 원톨외 모선, 모선이 그러는 면을 원 

톨외 염 21 정점에서 밑면까지외 거리를 원톨외 높이라 
고 부론다. 



정점에서 밑면에 내린 높이외 밑점은 밑면외 중심 
에 놓인다. 원톨외 정외로부터 원톨외 측을 지 나는 자 
름면은 2등번3각형 이고 측에 수직 인 자름면은 원 이 
라는것 이 곧 나온다. 


그림 4-42 


정리 2. 원불을 정점을 지나는 평면으로 자로면 자름면은 


2 S 번 3 각형0 [다. 


(증명) 자롬면이 밑면외 원둘레 와외 사점점 을 A , B 라고 하자. 

정 점 S 와 A 는 자롬면외 점 이므로 직선 SA 는 자름면에 놓인다. 

또한 SA 는 직3각형 SOA 외 빗변이므로 원톨외 정외로부터 원톨외 옆면에 
놓인다. 

따라서 SA 는 원톨외 옆면파 자롬면외 사점선이다. SB 도 마찬가지 이 다. 

그러 고 SA 와 SB 는 합동인 직3각형 외 빗 변이 므로 

SA=SB 

따라서 자름면은 2등번3각형 이 다. 

원톨을 밑면에 평행인 평면으로 자를 때 자롬면과 밑면사이외 부분을 원뿔대라고 
부론다. 각톨대에서처럼 원톨대에서도 밑면, 옆면, 높이를 생각한다. 



그림 4-44 


그림 4-43 


금 j ~ 밑면외 반경 이 3 cm , 높이 가 4 crn 인 원톨외 정점 을 지 나며 밑면외 중심 에 
서 2 cm 외 거리에 있는 활줄을 지나는 평면으로 원톨을 잘랐다. 자롬면외 둘 
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레외 길이를 구하여라. 




























(풀 Of ) 자름면 SAB 는 2등번3각형 이다. (정리 2) 

AOAB 는 2 등번 3 각형 이 고 0H1AB 이 므로 

AB = 2V0A" - OH" = 2 V 3 " -2" = 2V? 

ASOA 는 직 3 각형이 므로 

SA = VSO" +0A' = V4" +3" = 4 ^ = 5 
따라서 

H (SAB) = AB + 2 SA = + 2 • 5 = 2(5 + Vs) 

at O 밑면외 반경 이 r 인 원톨에 번외 길이 가 a 인 바른6면체 가 내접하였다. 원 
톨외 체적을 구하여 라. 

(풀이) 바른6면체외 웃밑면을 지나는 평면으로 원톨을 자르면 자롬면은 밑면에 평 
행 인 원이 고 바른4각형 ABCD 는 이 원에 내 접한다. 

따라서 대 각선 BD 외 가운데점 0 는 이 원외 중심 이 고 

SO 1 자름면 

그러 고 so 외 연장선이 밑 면과 사귀 는 점 을 0 i 이 라고 하면 

SOi 소 밑면 

따라서 원톨외 높이 SOi 은 바른6면체 외 중심 선 OOi 과 일 처한다. 

이제 원톨외 높이와 바른6면체외 밑면외 대각선을 지나는 평면으로 원톨을 
자르면 자름면은 그림 4-46 외 니과 같다. 


S 



S S 




여기서 so, 
이 므로 


그림 4-46 

h 라고 하면 MOj = r, DO 


도. DB = ^V 조 a 


V 조 


h- 

~~h 


2 


a 


r 


hr -ar = 스트 ah 
2 
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h 


r — 


V 조 



= ar. 


h = 


ar 


V 도 

r - a 

2 





ar 


r - a 

2 


r\ 3 

2 anr 

3 2 r -42 a 


문 제 

1 . 밑면외 반경이 r 이고 높이가 h 인 원톨을 입면에 평행이고 정점으로부터 J 만 한 
거리에 있는 평면으로 잘랐다. 자름면외 면적을 구하여라. 

2. 원톨의 모선이 13 cm , 높이가 12 crn 이다. 원톨외 높이와 어기면서 밑면에 평행인 
직선에서 밑면까지외 거려는 6 cm , 높이까지외 거려는 2 crn 이다. 이 직선외 원톨 
아낙에 든 부분외 길이를 구하여라. 

3. 원톨대외 모선외 길이는 2(2 이고 밑면파 60° 외 각을 이룬다. 한 밑면외 반경은 다 
른 입면외 반경외 2배 이 다. 두 밑면외 반경을 구하여 라. 

4. 직원톨을 정점을 지나는 평면으로 자를 때 자름면외 면적이 가장 커지는것은 아태 
외 어느 경우인가? 

1) 밑번외 길이가 제일 들 때 2) 옆번외 길이가 제일 들 때 

3) 정각외 크기가 제일 들 때 4) 정점에서 그은 높이가 제일 들 때 

5. 모선들사이외 가장 큰 각이 120°인 원톨외 옆면적은 그 원톨파 같은 밑면파 높이 
를 가지는 원기등외 옆면적파 같다는것을 증명하여 라. 

3. 구 


반원을 그 직경을 축으로 of 여 mm 회 5 iA [렸을 [[fi 생기는 회 SX ■([뿔 
구라고 부론다. Om 반원될3[가 그리는 면을 구면이라고 부 Mil % 


여기서 반원외 활줄외 가운데점을 구외 중심, 구외 중심 
과 구면외 한 점을 맺는 선분을 구외 반경, 구외 중심을 지나 
는 직선이 구면파 사귀여 생기는 선분을 구외 적경이라고 부 
른다. 

구외 정의로부터 구외 직경을 지나는 평면으로 구를 자르면 
자름면은 원이 라는것을 알수 있다. 


A 



B 
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그림 4-47 
























정리 3 . 구뿔 평면으로 자로면 자름면은 원0[다. 


(증명) 구외 중심 0 에 서 자롬면 a 에 그은 

수직선외 밑점을 M , 자름면파 구면 

외 사점선외 한 점을 P 라고 하면 
는 일정 하고 OP = r 는 구외 반 

경 이 다 . 

따라서 직3각형 OMP 에 서 
MP = Vr " -cf : 일정 

즉 P 는 일정 한 점 M 을 중심 으로 하 그림 4-48 

고 반경 이 그 - d 그 인 원둘레외 점 

이다. 

구를 중심을 지나는 평면으로 자를 때 생기는 
원을 큰 원, 중심 을 지 나지 않는 평 면으로 자를 때 
생기는 원을 작은 원이라고 부론다. 

구를 한 평면으로 잘랐을 때 생기는 구외 메 
부분을 결구라고 부르고 자름면을 결구외 밀면, 

결구외 밑면에 수직인 직경에서 결구안에 든 선 
분을 결구외 높이라고 부론다. 그러고 결구에 
서 구면부분을 구관(구면갖)이 라고 부론다. 

구를 평행인 두 평면으로 잘랐을 때 평행평면사이에 꺼워있는 구외 부분을 구대라 
고 부르고 두 자름면을 구대외 밀면, 밑면사이외 거리를 구대외 높이라고 부른다. 

3|[ l ) 반경 이 3 crn 인 구를 평 면으로 잘라서 반경 이 
2 crn 인 원을 엄으려고 한다. 구외 중심으로부 
터 얼마만한 거리에 있는 평면으로 잘라야 하 
겠는가? 

(#0[) 구외 중심에서 자름면까지 거리를 ( i 라고 하자. 

0 와 자름면외 중심 를 맺으면 OOi ^ 자롬면 

이므로 OOi = (L 자름면외 원둘레외 한 점을 

A 라고 하면 그림 4-50 

CVV =2, OA =3 

직3각형 OOiA 에 서 

=3^—2^ = 5, d = Vs ( cm ) 
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a |[ 2 ^ 그림 4 -51 과 같이 반경 이 r 인 구에 원기 등이 외 접하였 다. 구면외 면적 과 원 
기등외 겁 면적외 비 를 구하여 라. 


(풀이) 구와 원기등을 원기등외 측을 지 나는 평 면 

으로 자르면 자롬면은 원과 원에 외접한 바 
른4각형 이 다. 따라서 원기등외 밑 면외 반경 
은 r , 높이는 2 r 이 다. 

구면외 면적 을 S , 원기등외 겁 면적 을 라 

고 하면 



S 2 

S 용 Ijrr^ + 27 rr 2 r (mr 오 3 


문 제 

1. 구면외 한 점을 지나며 그 점을 지나는 구외 반경에 수직인 평면을 구외 a 평면이라고 
부론다. 구외 접평면은 구와 한 점만을 공통으로 가진다는것을 밝혀라. 

2. 반경이 8 crn 인 구를 중심으로부터 2 crn 만 한 거리에 있는 평면으로 잘랐다. 자름 
면외 면적을 구하여라. 

3. 구에 원기등이 내접하였다. 구외 반경은 6 crn 이고 원기등외 밑면외 반경은 3 crn 이다. 원 
기등외 체적을 구하여라. 

4. 구에 바른4면체 가 내 접하였 다. 바른4면체 외 한 모서 리 가 a 일 때 구면외 겁 면적 파 
체 적 을 구하여 라. 

I 련습 문제 I 

1. 원기등외 높이는 8 cm , 밑면외 반경은 5 cm 이다. 이 원기등을 측에 평행인 평면으로 
잘랐는데 자름면은 바른4각형이다. 측으로부터 자름면까지 거리를 구하여라. 

2. 밑면외 반경이 5 cm , 높이가 6 crn 인 원기등이 있다. 두 밑면외 원둘레에서 각각 한 점 
을 잡아서 맺은 선분외 길이가 lOcm 이다. 측과 이 선분사이외 거리를 구하여라. 
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3. 원기 등외 밑 면외 반경 파 높이 가 같다. 원기 등에 바른6각기 등이 외 접하였 다. 그 옆 


면 외 대각선과 죽사이 외 각을 구하여라. 

4. 원기등외 높이는 2 cm , 밑면외 반경은 7 crn 이다. 이 원기등안에 바른4각형을 끼워 
넣었는데 두 정점은 웃 밑면외 원둘레에 있고 두 정점은 아래 밑면외 원둘레에 있 
다. 바른4각형외 번외 길이를 구하여라. 

5. 원톨외 밑면외 반경은 r 이다. 이 원톨을 측을 지나는 평면으로 자르면 자름면은 바 
른3각형이 된다. 이 원톨을 정점을 지나는 평면으로 잘랐을 때 자롬면에서 두 모 
선이 이 루는 각은 6스이 다. 이 자롬면외 면적 을 구하여 라. 

6. 반경이 r 인 금속구를 녹여서 옆면적이 밑면외 면적보다 3배 큰 원톨모양외 그릇안 
에 가득 채워넣 었다. 이때 원톨외 높이를 구하여 라. 

7. 원톨외 높이가 / Z 이다. 이 원톨을 밑면에 평행인 평면으로 자르되 자름면외 면적 
이 밑 면적외 절 반으로 되 게 하려 면 정 점 으로부터 얼마 떨 어 진 평 면으로 잘라야 하 
는가? 

8. 원톨을 높이 를 지 나는 평 면으로 잘랐다. 이 자름면에서 높이 외 가운데 점 을 지나며 
모선에 평행인 직선을 그었다. 이 평행선분외 길이를 구하여라. 원톨외 높이는 h 
이 고 밑면외 반경은 r 이 다. 

9. 원톨대외 밑면외 반경은 각각 3 cm , 6 cm 이고 높이는 4 crn 이다. 모선외 길이를 구 
하여 라. 

10. 원톨대외 밑면외 반경은 각각 ri ， r 2 이고 모선이 밑면과 이루는 각은 45" 이 다. 높 
이 를 구하여 라. 

11. 원톨대외 밑면외 반경은 각각 3 cm , 7 cm 이고 모선외 길이는 5 crn 이다. 측을 지 
나는 자롬면외 면적을 구하여라. 

12. 원톨대외 밑면외 면적은 M , N 이 다. 밑면에 평행이며 높이외 가운데점을 지 나는 
자름면외 면적을 구하여라. 

13. 반경이 41 cm 인 구를 중심으로부터 9 cm 거리에 있는 평면으로 잘랐다. 자롬면외 
면적 을 구하여 라. 

14. 구면에 세 점 A , B , C 가 주어졌다. 이 점들사이외 거리는 6 cm , 8 cm , 10 cm 
이고 구외 반경은 13 cm 이다. 구외 중심으로부터 세 점을 지나는 평면까지외 거 
러를 구하여 라. 
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제 4 절. 투 영 도 


1. 투영도 

공간도형을 평면에 나타내는데 바른사영을 쓴다. 이때 그림 4-52 에서 보는것처럼 한 
평면외 사영만 가지고는 도형외 생김새와 크기를 자세히 알아볼수 없으므로 서로 수직인 
두 평 면(또는 세 평 면)외 사영 을 함께 그린다. 

그림 에서 H 면을 수평투영면, V 면을 정면투영면이라고 부론다. 

그림 4-53 은 직6면체와 원기등을 H 면파 V 면에 바른사영을 한 다옴 한 면을 사점선 
£주위 로 9 (T 만큼 돌려 서 두 사영 이 한 평 면에 놓이 도록 한것 을 보여준다. 



이렇게 하여 얻은 사영을 투영도라고 부론다. 

이때 H 면외 투영 도는 수평투영도, V 면외 투영 도는 정면투영도라고 부르고 £을 
투영측이라고 부론다. 


X 





정면 
루영도 


옆면 

투영도 



. 혜 f - f 

1 1 

1 1 

1 1 

1 1 



1 1 

/ 1 

/ / 

/ / 

/ 

. - / 

/ 

/ 

/ 

✓ 

✓ 

✓ 

- ^ 

수평 

투영도 
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그림 4-54 


















































































































필요에 따라 투영측 JZ 에 수직 인 평면에 바른사영 을 나타내 야 할 때도 있다. 

이때 루영측에 수직인 평면을 염면투영면, 그 면에 표시한 바론사영을 염면투영도 
라고 부론다. 

2 . 점으 I 투영도 

점 A 외 수평루영 면 H, 정 면루영 면 V외 사영 을 각각 a , a 북 라고 하자. 
a , a 북 는 각각 점 A 외 수평루영 도, 정 면루영 도이 다. 



_ ^ 

Cq 

성질 1. g A 의 투영도에서 직선 aa 후는 루 S 축 XY 에 수직이다. 

성질 2 . 루영도에서 aao 은 점 A 에서 정면투영면[의 >{리뿔 나 EWni 

ao 은 점 A 에서 수평투영면까지의 거리볼 나 EftH 다. 


(증명) 1) ha, Aa y \ 결정 하는 평 면을 a 라고 하면 

XY1 Aa , XY1 Aa 

이므로 XYla 

따라서 평면 a 와 XY 외 사점점을 ao 이 라고 하면 

aaol . XY , aa ^ _L XY 

그러므로 투영도에서 aaLXY 
2) 평 면 a 에 서 4 각형 는 직 4 각형이 므로 

ha 북 = aa ^ , ha = a ^ 
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1. 다옴과 같은 점외 루영도를 그려 라. 


1) 평면 H 에서 우로 2 cm , V 에서 앞으로 4 cm 거리에 있는 점 A 

2) 평면 V 에 놓여있고 H 에서 우로 3 cm 거리에 있는 점 B 

3) 평면 H 에 놓여있고 V 에서 앞으로 3.5 cm 거리에 있는 점 C 
2. 그림 4-56 은 점 A , B 외 루영도이다. 어떠한 거리에 있는가? 


X 


/ 



(20 


Y 


X 

a 

그림 4-56 


b 


bo 

b 


Y 


3 적선의 투영도 

두 점 A , B 를 지 나는 직선 AB 외 루영도를 보기 로 하자. 

직선외 한 평면에로외 바른사영은 그 직선외 두 점외 바른사영을 지나는 직선이다. 그 
러므로 직선 AB 외 수평루영은 두 점 A , B 외 수평 루영도 a, b 를 지나는 직선이 고 정 

면루영 도는 두 점 A , B 외 정 면루영 도 a\ Z / 를 지 나는 직선이 다. 



ai 그림 4-58 외 투영도에 표시되여있는 매개 선분은 공간에서 H 면, V 면에 
대 하여 어 떤 자러관계 에 있는가? 

또 루영도에서 선분외 설제길이가 어디에 나타나있는가? 
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Y 


( S 0[) 1) 자러관계 

(D 수평루영면에 평행 
(D 정면투영면에 평행 
( 3 ) 루영측에 평행 
® 루영측에 수직 
(D 정면루영면에 수직 
(6) 수평루영 면에 수직 


2) 설 제길 이 

( D 에서는 수평투영도 
©에서는 정면투영도 
( D 에서는 수평루영도와 정면루영 
® 에서는 없다. 

©에서는 수평루영도 
@에서는 정면루영도 


g [ 2^ 루영도에서 선분 AB 외 설제길 이를 구하여 라. (그림 4-59) 




4-59 



(될이) 1) AB ; H 이거 나 AB // V 인 경우, 이때 는 앞외 례에서 이 미 보았다. 

2) AB // H , AB // V 인 경우 

직선 Aa 를 측으로 하여 제형 ABZ ? a 를 회전하여 V 면에 평행되게 할 때 
외 B 외 자러를 C 라고 하자. 
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이때 aZ ? 외길이 가달라지지않으므로점 Z ? 는 점 a 를 중심으로 하는 원 
둘레를 따라 움직 인다. 

그러고 B/? 외 길이가 달라지지 않으므로 ly 는 XY 에 평행인 직선을 따 
라 움직 인다. 그러고 점 AC//V 이므로 

ac//XY 

그러므로 점 C 외 투영도는 그림 4-59 외 !■) 에서와 같은 순서로 구할 
수 있다. 

AB=AC=a' c' 

그러므로 루영도에서 가 선분 AB 외 
설제거 리 이 다. 

[다환 방 a] 

제 형 ABba 를 직 선 ab 를 측으로 하 
여 90° 돌려서 H 면에 겁쳐놓자. 

이때 겁쳐진 자러를 abbiUiA ^ 하면 
AB = a lb 1, ha =a\a = a' , 

BZ? =b lb =b^ b 0 

따라서 선분외 루영도로부터 다움파 같 
이 구한다. 점 a 와 Z? 에 서 선분 a Z? 에 
수직 선 a a 1, b 을 긋고 

a a 1= a\ b b i=b^ t/ 

되 게 하면 선분 a lb 1 은 선분 AB 외 설 
제길이로 된다. 


/ 



그림 4-60 


문 제 

1. 다옴것 을 증명하여 라. 

1) AB//VO AB = cny 0 ab // y.Y 

2) ABIVO 와 Z / 는겁친 점 abLXY 

2. 그림 4-61 외 루영도들에서 두 선분외 자러관계를 설명하여라. 



128 


그림 4-61 















3. 그림 4-62 에서 선분 AB , CD , EF 외 실제길이를 구하여라. 



4. 루영 도에 AABC 외 무게 중심 G 외 루영 도를 표시하여 라. 그러 고 AABC 외 번들외 
설제길 이를 구하고 그 3각형외 설제형태를 그려 라. (그림 4-63) 

4. 립체으 I 투영도 

다면체는 다각형 으로 둘러막혀 있고 그 면돌외 경계는 모서 리들이므로 다면체외 루 
영도를 그러는것은 그 모서리들외 루영도를 그러는것에 귀착된다. 

이때 루영면을 향해서 직접 보이는 모서리는 설선 « -» 으로, 뒤족에 있어 

서 직접 보이지 않는 모서 리는 점선 «-» 으로 나타낸다. 

원기등, 원톨, 구와 같이 겁 면 이 곡면 또는 곡면과 평 면부분으로 된 럽 체 (곡면 
체)에 대 해서도 역시 그 루영도를 그러는것은 선이 나 정점만 루영도를 그러는것 에 귀 
착된 다. 

a [ 다옴외 루영도를 보고 그 럽체외 견양도(본모양그림)를 그려라. 



그림 4-64 
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(플 0[) 


1 ) 


2 ) 



그림 


4-65 



견양도가 다움파 같은 ( m \) 

럽체외 루영도를 그려라. 



문 제 

1. 다옴외 루영도를 보고 그 럽체외 견양도를 그려라. (그림 4-68) 



2. 견양도가 다움파 같은 럽체외 루영도를 그려 라. (그림 4-69) 
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텔련습 문제 I 


1. 다옴외 루영도에 나라난 럽체는 어떤 럽체인가?(그림 4-70) 



그림 4-70 


2. 그림 4 - 기은 3각기 등외 투영 도이다. 

1) 평면 H 에 수직인 모서리와 면을 말하여라. 

2) 평면 V 에 수직인 모서리와 면을 말하여라. 

3. 다음과 같은 럽체외 입면이 평면 H 에 놓여있고 밑면외 중심이 평면 V 에서 5 cm 외 거 
리에 있을 때 루영도를 그려라. 

1) 밑면은 한 번이 3.5 cm 인 바른3각형이고(한 번은 루영측에 평행) 높이가 6 cm 
인 직각기등 

2) 밑면외 반경 이 2 cm , 높이가 3 crn 인 직원톨 



그림 4-71 그림 4-72 그림 4-73 

4. 그림 4-72 는 원톨외 루영도이다. 

1) 모선 AB 외 점 P 외 정면루영도를 그려 라. 

2) 선분 AP 외 실제길 이 를 정 면루영면에 나타내 여라. 

5. 그림 4-73 은 어떤 럽체외 루영도이다. 다옴 문장에서 □안에 적당한 말이나 


써넣어라. 
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(D 이 럽체는 n 이라고 부른다. 

(2) 이 럽체에는 □개외 모서리가 있다. 

( 3 ) 이 럽체에는 □개외 면이 있으며 모두 □이다. 

복습 문제 

1 . 다움 조건을 만족시 키 는 두 직선 a , Z ? 외 자러 관게 를 말하여 라. 

acza, a P\P = m, ap\m = {a}, Z?fl= {b} (a ^ b) 

2. 다옴 사설 이 성 립하지 않는다는것 을 례 를 들어 밝혀 라. 

CL lib , CL c 그 a , b (: z P ^ a HP 

3. 다옴외 사설 이 성 립 하는가? 성 립하지 않으면 례 를 돌어라. 

1) alia, h II a ^ allh 

2) alia, a // 13^ a I I j3 

4. 직선 a, Z? 와 평면 대가 있다. 다옴외 명제에서 옳은 명제를 찾아보아라. 

1) alia , // Q 스 이다. 

2) aC a , Z?n a = { B } 이 면 a 와 b 는 서 로 다른 평 면에 있다. 

3) allb , b-L a ^ a // a 

4) a-L by a-L a ^ b // a 

5 . 빗 번이 a 이 고 한 표족각이 ^ 인 직 3 각형 이 그 빗 번을 지 나는 평면파 각 ^ 를 이 룬다. 
직각외 정점에서 그 평면까지 거리를 구하여라. 

6. 바른제형외 큰 밑번은 ^이고 옆번이 큰 밑번파 이루는 각은 60°, 대각선이 옆번과 
이 루는 각은 90° 이 다. 대 각선외 사점 점 0 에서 제형평 면에 길 이 h 인 수직선분 
OM 을 그었다. M 에서 제형외 번까지외 거 리들을 구하여 라. 

7. AABC 외 무게중심 G, 이 3 각형과 공통점을 가지지 않는 평면에 던진 정점들 외 
사영을 Ai, Bi, Cl, 무게중심 G 외 사영을 Gi 이 라고 할 때 

AAi+BBi+CCi=3GGi 

이 라는것 을 증명 하여 라. 
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8. 직 각기등외 밑 면은 2등번3각형 이 다. 그것외 두번 AB = BC >7 cm 이 고 셋째 번 
AC >2 cm 이다. 번 AC 를 지나서 각기등외 밑면과 30다외 각을 이루는 평면으로 각기 
등을 잘랐을 때 자름면외 면적을 구하여 라. 

9. 평 행 6면체 ABCD - AiBiCiDi 에 서 다옴것 을 밝혀 라. 

1) 평면 BDAi ( ) 평면 CBiDi 

(D 평행 © 수직 © 수직 이 아니다. (D 가놈할수 없다. 

2) 선분 ACi 은 평 면 CBiDi 에 외하여 ( )된 다. 

(D 3개 부분들로 나누인다. (D 3등분된다. 

( 3 ) 2 개 부분으로 나누인다. ( 4 ) 가놈할수 없다. 

10. 한 정점 에서 나가는 세 모서 러외 길이가 3 cm , 4 cm , 5 cm 인 직6면체외 대각선외 
가운데점에서 메 정점까지외 거리를 구하여라. 

11. 직평행6면체외 대각선들은 9 cm , a / 금 cm 이고 밑면외 둘레외 길이는 18 crn 이 
다. 옆모서리외 길이가 4 cm 일 때 이 직평행6면체외 겁면적과 체적을 구하 
여라. 

12. 밑면외 한 모서리가 a 언 바른4각톨을 밑면외 한 모서리를 지나며 맞은편 옆면에 수 
직 인 평면으로 잘랐다. 자름면과 밑면이 이루는 각이 30° 일 때 자름면외 면적을 구 
하여 라. 

13. 바른 4 각톨외 옆 모서 리 가 밑 면파 이 루는 각이 <9 이 고 대 각선면외 면적 이 S 이 
다. 이 각톨외 겁면적파 체적을 구하여라. 

14. 바른4각톨에 바른6면체가 내접되였다. 바른6면체외 정점들은 4각톨외 옆모서 
리에 있고 나머지 4개 정점들은 각톨외 밑면에 놓여있다. 각톨외 옆모서리는 
a , 높이 는 /용 이 다. 바른6면체 외 모서 리 를 구하여 라. 

15. 밑면외 직경파 높이가 같은 원기등에 바른4각톨이 내접 하였는데 각톨외 밑면은 원 
기등외 아래밑면에 놓이고 각톨외 정점은 원기등외 웃밑면에 놓인다. 각톨외 정 
점과 밑면외 대각선을 지나는 평면으로 자를 때 두 럽체외 자롬면외 둘레외 비 
를 구하여라. 또한 각톨외 높이외 가운데점을 지나면서 밑면에 평행인 평면으 
로 자를 때 두 럽체외 자름면외 면적외 비를 구하여라. 

16. 원톨대외 체적은 V 이 고 높이는 이 다. 원톨대외 측을 지 나는 자름면외 면적 
이 S 라는것을 알고 원톨대외 밑면외 반경을 구하여라. 

17. 반경 이 r 인 구에 원톨이 내 접하였 다. 원톨외 측을 지 나는 평 면으로 잘랐을 

때 생 긴 3각형외 밑번파 높이 와외 비 는 一 이 다. 원톨외 밑 면외 반경 을 구 

2 


하여 라. 
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18. 반경이 r 인 구에 외접하는 원톨외 밑면외 반경이 R ( R > r ) 이다. 두 럽체외 체적 
의 비를 구하여라. 

19. 다옴과 같은 럽체외 밑면이 평면 H 에 놓여 있고 밑면외 중심 이 평면 V 에서 5 crn 


의 거리에 있을 때 루영도를 그려라. 

1) 밑면외 한번이 3 cni (한번은 루영측에 평행), 높이가 5 cm 인 바른5각톨 


2) 밑면외 한번이 3 crn (한번은 루영측에 평행), 높이가 7 crn 인 바른6각기등 


20. 그림 4-74 와 같은 바른4각톨대가 있다. 


1) 입면 ABCDczH , AD // XY 일 때 투영 도를 
그려라. 

2) 이 루영 도에 외하여 대 각선 AG 외 설 제길 이 
를 구하여 라. 


>3- 겨 


E 



힘 베르트와 그가 내놀은 23 개 문제 

Sffl [르르 (18620-19430) 는 현대수학발전에 획 S 한 공헌을 한 도0[월 
란드 수학자0 [다. 그의 파학연구는 인간의 무제한한 함에 대한 확신, 수학 
파 자연파학파의 통일로 획 g 지 ( H 지고었다. 


오늘의 대수학파 ymm \ 공리론적인 리론체계오 i * 모임론을 토대로 of 
여 간설도[게 S 것은 amis^Qf 공적이라고 하여도 HI 언이 아니다. 


그는 1900 H 에 BHE [에서 전행문! 7 Hf 2 자 국 THf 수학자대히에서 20서[기앞에 나 
서는 수학연구의 목 S 와 파업을 밝히고 u 서 매 분0 [011 서 연그？ m 여0 1： 할 

( 밀 ffl [르르문?;" lf » 라고 될근[우는 23개 문 LH 놀았다. 

그가 LH 놓 S 23개 문 Xfl 들가운0[서 8번 W 1 문저 f « M [4^ S(HI 관한 리만 
가설의 증명» 만0 [ 2놀까지 미해결로 남아었고 나이지 22개 SXf 는 기본 


적으로 해결도 f 였다. 밀 ffl [르르가 LH 놀은 23개 문저[는 20 A 1 [기 수학발전을 크 
게 추동하였다. 
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게 5 광. 4•행과 조물 
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제 1 절. 순 렬 


2 

3 
1 

3 
1 

2 

그림 5-1 

일 반적 으로 어 떤 대 상들을 순서 를 고려하여 배 렬 한것 을 순렬이 라고 부르고 이 때 
메 대상을 순렬외 원소라고 부른다. 이것을 정식화하면 다움파 같다. 





서로 다른 네 수자 1, 2, 3, 4를 가지고 수자를 거듭 쓰지 않으면서 


세 자러수를 몇개 만들수 있는가? 그림을 보고 설명하여라. 
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nim 서로 다른 원소에서 r ( r < n)im 원소뿔 일정한 순서에 OHh 배렬한것 
을 서로 다른 nim 원소에서 r 개의 원소뿔 추[한 순렬이라고 부 MCK 이 [ffl nn 
의 원소에서 r 개의 원소볼 추[한 순 g 의 총수볼 

P ： (또는 < ) 

로 표 A [한다. 


이 정외 에 외하면 우에서 고찰한것은 


이다. 


P/-4X3X2=24 


일 반적 으로 다옴 공식 이 성 립한다. 




n{n-\){n-2y 


n — r 



5 


(증명) ^개외 원소를 <21， •••, a 카로 표시하자. 이 ^개 가운데서 먼저 한개 취하 
여 첫 자러 에 배 렬 하는 방법 은 a^, (22, 룹가운데 어 느것 이 라도 되 므로 
^가지 이 다. 둘째 자러 에 는 첫 자러 에 배 렬 한것 ((2 i ， ^2, •••, a 자 가운데 어 느 


한 원소) 을 제외 한 ( ^-1) 개 외 원소들가운데 어느것이라도 되므로 ^-1 가지 
방법 으로 배렬 할수 있다. 이 와 마찬가지 로 셋째 , 넷째 , •••, r 번째 자러 에 
는 각각 n-2y n-3y • *, 가지 방범 으로 배렬 할수 있 다. 

그러므로 ^개외 서로 다른 원소에서 r 개씩 취하여 만든 순렬외 총 수는 

n ( n-1) ( n-2) ••• ( n-r^l) 


만일 ^ 개외 원소를 전부 배렬하는 순렬을 고찰한다면 r = ^ 이므로 이러한 순렬외 총 
- 다옴과 같다. 



= n{n - 1)***2 • 1 


W 




을 n ! 로 표시하고 ^차 '511 급(늬■토리 알) 이라고 부론다. 
차례곱을 씨 서 순렬외 총 수 P ； 를 표시하면 


(n - r)\ 
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ai 1 ^ 다옴것을 계산하여라. 


1) P 7 

(#0[) 1) pI =7 -6 • 5=210 


2 ) Pi 


3) P 


n 


2) P ^=5 • 4 • 3 • 2 - 1 = 120 


3) P 


n 


nl ) ( n -2) •••3 • 2 


ai 2^ 6 명외 달러기선수가운데서 4명을 뽑아서 이어달리기경기에 내보내려 
고 한다. 달러 는 차례 까지 정 한다면 달러기 조를 싸는 방법 은 몇 가지 
인가? 

( m \) 4명외 선수를 달러는 차례까지 정하여 뽑는것은 6개에서 4개씩 뽑은 


순렬을 만드는것파 같다. 

따라서 P ^ =6 • 5 • 4 • 3=360 


답. 360가지 


제 


1 . 다옴것을 계산하여 라. 

1 ) Pi 2 ) Pi 

2. 다옴 같기식 이 성 립한다는것을 밝혀 라. 


3. 

4. 

5. 


1) P 


1-1 


3) P 


4 

10 


n 


-P 


n 

n 


2 ) pI+pI+pI=p 


수자 0, 1, 2, 3, 4, 5 를 가지 고 같은 수자가 거 듭 들어가지 않는 세자러 수를 
몇개 만들수 있 는가? 

4개 외 문자 a , b , c ,^/에서 3개씩 뽑는 순렬을 다 만들어라. 

4개 외 수자 1, 2, 3, 4를 모두 써 서 만든 네자러 수가운데 서 천외 자러 는 1이 
아니고 백외 자러는 2가 아니고 열외 자러는 3이 아니며 하나외 자러는 4가 


아닌것을 모두 몇개 나 만 


있겠는가? 


지금까지는 서로 다른 원소들가운데서 r 개씩 취하여 만든 순렬을 고찰하였다. 
이제 ^개외 원소들가운데 같은 원소가 있는 경우에는 순렬외 총 수가 어떻게 
되겠는가를 보자. 


31[ 


^ 세 종 
셋째 
순서 에 
( m \) 이 데스^ 


TT 


-외것은 3대, 둘째 종류외것은 2대, 


•외 매스가 있다. 첫 종 
노류외 것 은 1대 있 다. 이 매 스를 출발정 류소에 서 출발시키 
r 몇가지 방범이 있겠는가? 


a , a , a , b , b , c (1) 

로 표시하면 구하려 는 총 수는 이 문자들로 된 순렬 외 총 수와 같다. 
만일 데스들이 모두 다른것이라고 하고 그것을 


1 ^ 


'1 


9 J Z ?2 > 
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( 2 ) 
























로 표시하면 이때 데스(서로 다른것으로 생각하는)를 출발시키는 순서외 
총 수는 (2) 에 있는 순렬외 총수 6!파 같다. 그런데 이 수안에는 실제로 
득같은 순서 로 데 스를 출발시키 는것 이 반복되 여있 다. 이 제 반복된 총 수 
를 찾아내자. 

먼저 a 에 대 하여 중복된것들을 표시하겠다. 

순렬 


a, a, a, b, b, c 

를 보면 (2) 에서 만든 순렬에서 는 (2 에 번호를 붙여 a 노, ^2, 으로 하였 

기때문에 이것들외 순렬외 총 수 3!만 한 다옴파 같은 순렬들이 순렬 (1) 
파 일 치한다. 


^2, ^3, b, b, c 
^3, b, b, c 


, a ., a., b, b, c 
" ' ' I 3! 개 

^ 2 , ^ 3 , b, b, c 

^ 3 , ^ 2 , b, b, c 


^3, CLi ， b, b, c 


ZHl 대 해서 도 마찬가지 이 므로 구하려 는 (1) 외 순렬외 총 수 X 는 같기식 

6! =x X 3! X 2! 

을 만족시 킨다. 

그러 므로 

x= ^ =6x5x2 = 60 
3!2! 


답. 60가지 

일 반적 으로 ^개외 원소들가운데 같은것 들이 각각 개 , ^개 , r 개 , •••이 있고 

/> + g + r+ ••• = n 

일 때 이 ^개외 원소들로 만든 순렬 외 총 수는 

p*i：j 

^ ~ 그 r ~ ~~ 

pi q\ r!*** 


SI O 수자 1 이 4개, 2가 2개 있다. 이것으로 만들수 있는 여섯자러수는 몇개 
인가? 

( m \) 4+2=6이므로 


4!2! 


답. 15개 
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af 5 ) 7 개외 수자 0 , 0 , 1 , 1 , 1 , 2 , 2 로 만들수 있는 일물자러수는 
몇 개 인가? 


( m \) 0 이 왼족 첫자러에 오면 수를 만들수 없다. 

첫 자러 에 1 이 오는 경 우외 수는 一—— = 90 

2 ! 2 ! 2 ! 

첫 자러에 2가 오는 경우외 수는 一—— = 60 

2!3!1! 

따라서 구하려는 수는 

90+60=150 

또는 다옴과 같이 구할수도 있다. 

왼족 첫 자러 에 0이 오면 수를 이 루지 못하므로 그 경 우를 제 외하면 

V 6 ^ 

——--- = 210-60 = 150 

2!3!2! 1!3!2! 


답. 150개 

문 제 

1 . 다옴 차례 곱을 산 '^}^" i 라. 

1) 7! 2) 10! 

2 . 다옴것들가운데서 옳은것을 지적하여 라. 

1 ) { n 게은 늘 1보다 작지 않은 옹근수이다. 

2) ^차례 물은 1부터 ^까지외 수를 모두 물한것 이다. 

3) P 노간 = 수-— 

" k \{ n - k )\ 

3. 다옴 같기 식 을 증명하여 라. 

1) (^+1) \ - n \= n • n \ 2) P ^ = { n - k + l)P 

4. 5 개외 수자 3, 3, 3, 5, 5로 만들수 있는 다섯자러수는 모두 몇개인가? 

5. 붉은 기 발 4개 , 노란 기 발 3개 , 흰 기 발 2개 를 1렬 로 배 렬하여 만들수 있는 
신호는 모두 몇가지인가? 

# 구 


원소들을 원형으로 배렬 ol 는 순털을 원순렬이라고 부 M 다. 

5명의 학생이 원형으로 들31서서 공을 잘 [[[| 그§0[ 돌31서는 방법에 
는 가지가 있겠는가? 
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지금까지외 순렬에서는 ^개외 원소들가운데서 같은 원소를 두번이상 반복 취하 
는 경우는 제외하였다. 같은 원소를 반복하여 취할수 있는 순렬을 중복순렬 이라고 
부른다. 

중복순렬외 총 수가 얼마인가를 보자. 

a [ 6^ 5개외 수 1, 2, 3, 4, 5를 반복하여 사용할수 있을 때 4자러수를 
만드는 방법 에는 몇가지 가 있겠는가? 

( m \) 네자러 수외 1 000외 자러 에는 1, 2, 3, 4, 5가운데 임 외 외 수자를 
놓을수 있다. 따라서 그 방법에는 모두 5가지가 있다. 

100외 자러에도 1, 2, 3, 4, 5가운데 임외외 수자를 놓을수 있으므로 
그 방법 역시 5가지 이다. 

마찬가지로 10외 자러, 1외 자러에도 각각 5가지 방법으로 놓을수 
있으므로 적외 법칙에 외하여 네자러수를 얻는 방법외 총 수에는 

5 x 5 x 5 x 5 = 5^=625 

답. 625가지 

일반적으로 서로 다른 ^개외 원소에서 r 개씩 취하여 만드는 중복순렬외 총 수를 
n ： 로 표시 하면 

^_ 01 

: Q 


(증명) ^개외 원소를 a 오, •••, 으로 표시 하자. 

첫자러 에는 ^개 외 원소 a ,, ^2, •••, 가운데 어 느 하나라도 놓일수 있으 

므로 그 방법은 ^가지 이다. 다옴으로 둘째 자러를 고찰하여도 사정은 마 
찬가지이 다. 이 와 같은 파정 을 r 번 반복하게 되 므로 구하려 는 중복순렬외 

총수 n ;; 는 적외 법칙에 외하여 

Yl:=(ix 아 •>< 미 ^ 

r 

(주외 ) 중복순렬에서 는 ^< r 일수도 있다. 

® LL ) 수자 3, 5, 7, 9를 가지 고 만들수 있는 세 자러 수는 모두 몇개 인가? 

(#0[) 이것은 4개외 수에서 3개씩 뽑은 중복순렬이므로 

114 - 4 ^ -64 


답. 64개 
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1. 세가지 색같을 가진 기발을 4번 써서 만들수 있는 신호외 종류에는 몇가지가 있 
겠는가? 

2. 0, 1, 2, 3, 4, 5외 6개 외 수자를 반복하여 쓸수 있을 때 세자러 수를 만드는 방 
법에는 몇가지가 있겠는가? 

3. 사파 2알, 배 2알, 복숭아 8알이 들어있는 그릇이 있다. 7명외 어 린이들에게 그 
릇에서 임외로 7알을 꺼내여 1알씩 주는 방범은 모두 몇가지인가? 

4. 수자 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7가운데 서 같은 수자가 거 듭 들어가는것 을 허 용할 때 
짝수인 네 자러 수는 몇 개 인 가? 


련습 문제 


1 . 다옴것을 계산하여 라. 


1 ) 


if +P/ 


3) { P ：- Pi ){ PyP ：) 


2 ) 

4) 


^10 - K 

p ： -p! 

Pn 


2 . X , m , 
옳은가? 


<19< x 일 때 ( x - m )( x - m - l )***( x -19) 를 순렬 을 써 서 표시 하면 어 느것 이 


1 ) P. 


JC-19 

x~m 


2) P 


20-m 

x-m 


3) P 


19-m 

x-m 


4) P 


18-m 

x-m 


3. 다옴방정 식 을풀어 라. 

1) =56 2) = xP , 오 3) Pl = lOP ,^ 4) 

4. 5 = 에 맞는 ^ 외 값을 구하여라. 


5. 달림길 이 네줄로 되 여있는 경 기 장에 서 4명외 선수들이 차지하는 방법 은 몇 가 
지 인 가? 

6 . 수자 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7에서 서로 다른 수자를 뽑아서 만든 다섯자러수가운데 
서 25외 배 수는 몇개 인가? 

7. 8개 외 수자 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7을 가지 고 같은 수자가 거 듭 들어 가지 않는 
네자러수를 몇개 만들수 있는가? 

8 . 수자 1을 2개, 0, 2, 3을 1개씩 씨서 만들수 있는 다섯자러수는 모두 몇개인가? 

9. 7개외 수자 0, 1, 1, 1, 2, 2, 3을 씨서 만들수 있는 일물자러수는 모두 몇개 
인가? 

10. 5개 외 수자 0, 1, 2, 3, 4가운데 서 같은 수자가 거 듭 들어가는것 을 허 용할 때 
4자러수는 모두 몇개 인가? 
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11. 같은 수자가 거 듭 들어가는것 을 허 용할 때 4개 외 수자 1, 2, 3, 4를 가지 고 다 
섯자러 수는 몇개 만들수 있는가? 

12. x + y + z + u =7 만족시 키 는 X , 3 ；, Z , W 외 자연수줄이 는 몇 묶옴 있는가? 

제 2 절. 조 함 




선수 4명 가운데 서 출전선수 3명 을 선발하는 방범 에는 몇 가지 가 
있겠는가? 부분모임을 찾으면 되겠는가? 


W 개의 원소가운데서 r 개의 원소뿔 추[하도 r 순서볼 고려하지 않은 
um 렬을 nym 원소에서 r 개 추[한 조함이라고 부로며 ointi 조합의 
총 수볼 

C ： (또는 (：)) 

로 표 A [한다. 


(주외 ) 조합에 서 는 순렬 파는 달러 취 한 원소들외 순서 를 고려하지 않는다. 
일 반적 으로 다옴 공식 이 성 립한다. 



(증명) 이 공식 을 증명 하기 위하여 //개외 서 로 다른 원소가운데 서 r 개외 원소를 
취한 순렬외 총수를 두가지 방범으로 구하자. 

먼저 ^개외 서로 다른 원소에서 r 개외 원소를 취한 순렬외 총 수는 공식에 
외 하여 

P 스 = n{n - 1)(/2 - 2)- • • (/2 - r + 1) (1) 


한편 ^개 외 서 로 다른 원소에 서 r 개 취 한 조합외 증 수를 X 라고 하면 그 
가운데외 메개 조합은 r 개외 원소를 가진 다. 이 메개 조합에 대 하여 순 
렬을 만들면 메번 r ! 개외 순렬을 엄으며 따라서 순렬외 총 수는 

XX r ! (2) 


(1) 과 (2) 로부터 


XX r != 
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n{n - 1)(/2 - 2 )-**(w-r+ l) 

r ! 


ai 1^ 40 개외 제품이 들어있는 제품상자에서 3개외 제품을 꺼내여 검사한다. 

3개외 제품을 꺼내는 방법은 몇가지 있는가? 

(SOD 제품을 꺼내는 방법외 수는 40개외 원소에서 3개씩 뽑은 조합외 총수와 

가 0 1그 H 

m — — * " 


C 


40 


4039-38 

1-2-3 


9 880 


답. 9 880가지 


31 2^ 6개외 평행직선파 5개외 평행직선이 
수를 구하여 라. 

( a 0[) 이때 메개 평행4번형은 6개외 평행직 
선들가운데서 어느 2개와 5개외 평행 
직 선들가운데 서 어 느 2개 에 외하여 
얻어 진다. 그런데 6개외 평 행 직선에 

서 2개씩 뽑는 방법은 C 궁가지이고 

5개외 평행직선에서 2개씩 뽑는 방 


사궐 때 얻어지는 평 행4번형외 


초 

0 



그림 5-2 


법 은 가지 이 므로 평 행4번형외 


초 

0 


수 


TT 


Cl X C 그 s 


6-5 5*4 


1-2 1-2 


150 


답. 150가지 




제 


다옴것을 계산하여라. 

1) C ； 


2) C ； 


2. 볼록 ^각형은 대각선을 몇개 가지는가? 


3) C 


2 

10 


3. 4명 외 학생 이 수학, 물러 , 화학소조에 참가하는데 메 사람이 한가지 를 선택한 
다면 서로 다른 선택방법은 몇가지인가? 
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조합외 공식을 



n\ 

r\{n - r ) ! 



로 표시할수도 있 다. 


만일 산 =1이 라고 하면 우외 공식외 오른번에 서도 r =0 일 때 

" 0\n\ 

이므로 우외 공식은 r =0 인 경우에도 그대로 성립한다. 이때 0 H 1 로 본다. 
다옴외 같기식 들도 성 립한다. 


CTJ 

X 

-i o _ ^n—r 

n ^ n 




(증명) 조합외 공식으로부터 


C 


r 

n 



r ) ! 


^n-r 




이므로 


C：=C 


n-r 

n 



X 

2° =C^C^ 

n~\-\ n n 


m 



( 증명 ) C 


r 

/7+1 



이 고 
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C ： + C 


r-1 

n 


n\ 

n\ 

1 


r\ {n - 

r)\ (r - 1)! {n-r + 1)! 


n\{n- 

r + l)-\-n\r n\ {n + 1) 

{n + 1)! 


r\ [n-r 1)! r\{n - r +1)! r\{n-r 1)! 


이므로 


C 


n+l 


= C ： + C 


r-1 

n 


ai O 다음것을 계산하여라. 

1 ) cj ： 

(플 Of ) 1) cr. = 찬어개 


'80 ^80 


1*2 


3 160 


2) Cr：oo - C ； 000 = 1 000 


2) C 


999 
1 000 


문 제 


1. 다옴것을 계산하여라. 

1 ^ ^21 0 \ ^83 q\ ^598 ^9 999 

^28 쇠 ^85 ^600 나 ^ ^10 000 

2. 다옴 명제에서 옳은것을 찾아라. 

1) ^개에서 ^개씩 뽑은 조합은 ^개에서 ^개씩 뽑은 순렬외 서배와 같다. 

2 ) C ： + C ： = C：,, 

3) C ；= C >1 면 이 다. 


3. 낡1개외 원소로 된 모임 {^1, ^2, ^3 , ••• , Un , b} 에서 ^+1개씩 뽑아서 만든 
조합외 총 수 C ； 그을 b 를 포함하는 조합외 총 수와 b 를 포함하지 않는 조합외 총 

수를 따로 구하여 더하는 방법 으로 표시하여 라. 

4. 다옴 같기 식 이 성 럽 한다는것 을 증명 하여 라. 


1) C ," + + C 


k+\ 


<k+2 

n 


c 


k+2 

/2+2 


2) cl + 3 C !^^ + 3 Cf " + C 


^ k +\ 
n 


k+2 
n 


ik +3 

n 


= C 


k+3 

n+3 


련 습 문 제 , 

1. 6 개 외 원소로 된 모임 {a , b , c , d , e, /} 에 서 4 개 씩 뽑은 조합을 다 써 라. 

2. 다움 같기식 에서 늘같기식 이 아닌것 을 지 적하여 라. 


146 


















1) C ； = C；-" ( m < n ) 2) (^+2) (^+1) if = (m < n ) 


3) C ： { m < n ) 

n \ 


4) C ： = C：_, + C 


m-\ 

n-\ 


(1 < m < n ) 


다옴것 을 계 산하여 라. (3-4) 

3. 1) C ：- 고 2) C + 3) Cr-C：_ 

4. 1) 2 ) C 3 오 + 2 C 3 고 + 3 C 3 크 + 4 C 3 각 + C 3 크 


5. 계 산을 하지 말고 다옴 같기 식 이 옳다는것 을 증명 하여 라. 

1) C3%C3^+C3^=C3^+C3UC3^ 

2) C 유 + C ； + C 곡 + Cli = C 수 + Q ' + C 욱 + C] 

6. 다옴 같기식 이 성립한다고 말할수 있는가? 


1) QWf 

o\ ^5 _ ^m—2 

^ m +3 ~ ^ m +3 

7. 다옴 방정식을 풀어 라. 


2 ) Cl + C ：= Cl , 

A \ / 에 2 , /^n—l / 에 2 

4그 ^ m-l + ^ m-l = 


1) 1 \Cl = 24 C 

ji' 


2 

x+l 


3) 


P / = 272 
Cl =136 

V ^ 


2) if-2+cr 고 =101 

수 ^ r'=io 


4) 


수 Cf 오 



5) 



6 ) 




W +2 * ^ 


_y+2 

x+2 




8. 2 C „"+9 C ,"+12 C ；+5 Cf = — 자"(자"- 1)( 자 + 2) 가 성립한다는것을 증명하여라. 

^은 가 

9. 20명외 병사와 3명외 사관이 있다. 3명외 병사와 1명외 사관으로 습격조를 조직 
하는 방법 은 몇 가지 인 가? 

10. 몇개외 단체 가 련맹전외 방법 으로 롱구경기 를 하려 고 한다. 경 기를 모두 36번 
한다면 몇개외 단체가 참가하겠는가? 

11. 15명으로 조직된 한 분조가 A , B , C 세 장소에 같라져서 일하려고 한다. A 에는 
8명, B 에는 4명, C 에는 3명 배치한다면 배치하는 방법에는 몇가지 있겠는가? 

12. 평면에 서로 다른 ^개외 점이 있다. 

1) 어느 세 점도 한 직선에 놓이지 않을 때 이 점들을 정점으로 하는 3각형을 
몇개 그릴수 있는가? 

2) ^개외 점이 한 직선에 놓일 때 이 직선외 /：개외 점을 정점으로 하는 3각형을 
몇개 그릴수 있는가? 
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13. 원에 내접하는 10각형외 세 정점 을 맺는 3각형가운데서 

1 ) 10각형과 두 번을 함께 가지는것은 몇개인가? 

2 ) 10각형파 한 번을 함께 가지 는것 은 몇개 인가? 

3) 10각형 외 번을 가지 지 않는것 은 몇개 인가? 

14. 바른 6면체 외 정 점 돌을 세 정 점 으로 하는 3각형 은 모두 몇개 인가? 그가운데서 
바른6면체외 면에 놓이지 않는것은 몇개인가? 



제3절. 2 D 유 EI 공식 




{a + )(a + )((2 + ) 에 서 


접수돌을 말하여 라. 


일반적으로 


to 


(a-hb )(a-\-b )••• (a + Z? ) = + {b + b + + ^ )a^~^ +(b b +b b + + ^ b )a^~^ 

1 2 n 12 n 12 13 n - \ n 


H - vbb . b 

1 2 n 


(증명) 수학적귀 납법 으로 증명 하자. 


^=1,2일 때 는 성 립 한다. 

이 제 ^ ^일 때 성 럽 한다고 가정 하고 ^ 일 때 에 도 성 럽 한다는것 을 증 
명하자. 가정 에 외 하여 

0 + )0 + ^2 ) • • • 0 + h )0 + h + i ) = 

= [a^ + (b H - h b )a 노 ~^ + (b b H - h b b ) a 노 

1 k 1 2 k-i k 

H - vb -'b, Ma + b ) 

1 k k + \ 

= + {b H - h b )a^ +(b b H - h b b )a^ ~ ^ H - \-b --b a 

1 k 1 2 k-i k 1 k 
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b+cl Cl 가-낫나 +b 


n 


^ K 두 I +( 스 1 + — + 


k - 1 


k+\ 


a 


k+\ 


{bi+-' + b^+ bj 아노 )a^ + (bj)2 +*** + h-Jh + ^\^k+\ + * * * + hh+\ ) ^ 


k-i 


따라서 n = ^1 인 경 우에 도 성 럽한다. 

그러 므로 주어 진 식 은 임외 외 자연수 ^에 대 하여 성 립한다. 


우외 식 에서 매 개 마디외 접 수를 얻 는 방법 을 말하여 라. 


우외 식에서 b ,= b , 

(X 


— • • • 


라고 놓으면 다옴외 공식 을 얻는다. 




이 공식을 뉴론으 I 2 DFCI 공식(간단히 2 DfCI 공식)이라고 부론다. 

이 전개 식 외 r +1 번째 마디 C：a 간-!/ 을 일반 D 유 CI 라고 부르며 메 접 수 


c\ cL c 


n ^ n 


2 

n 5 


r 




c 


n-l 
n 5 


C ： 


을 2 DfCI 결수라고 부론다. 


5([ 1^ ( x +2) ( x -5) ( x +6) 을 견개 하여 라. 


( m \) 0 c +2)0 c -5)0 c +6)= jc "+(2-5+6) jc "+[2 - (-5)+2 - 6+(-5) - 6 ]x 

+2 • (-5) • 6= x ^+3 x ^-28 x -60 


다옴 식을 전개하여 라. 

1) (a+Z?) 간 


2 ) ( a - b ) 


5 


4 


(m\) 1 ) (a^b)^=C^,a" + +Clab^ 

= 4a 근 b + 6a^b^ + 4ab^ + b 속 

2) ( a-bf =[a + {- b)f + C \ a \- b ) + cla{-bf 

+ cl a 오 (-bf + C ^ a(-by + C5 (-bf 
= - 5 a 다 b + lOa ^ b ^ - lOa ^ b ^ + 5 ab 다 - b 


aiQ (3 x +2 j ；)® 을 전개하여 라. 


(SO [) (3 x + 2 yf = Cl {?>xf + (3 x )^ {2 y ) + Cl (3 x )^ (lyf + Cl (Sxf ( ly ) 

+ C ： (3 xy (2 yy + (3 x )(23；)^ + C ： (2 yr 










c 

+ 

a 




+ 

a 
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= 129x^ +2916xV + 4860xV +4320xV' +2160xV" 

+ 576x7^+643；^ 


문 제 

1. {a + ){a + ){a + Z?3 )(a + Z?4 ) 를 전개 하여 라 . 

2. (3 x - l ) 드을 전개하여 라. 

f 2 ^ Y 

3 —+ - 을 전개 하여 라. 

I 2 X) 

4. (i + V 도 y +( i - V 도 y 을 전개 하여라. 

2마디 공식 으로부터 다옴외 식 들이 성 립한다. 

r cl + cl + ••• + c" =r 

n n n 

사설 공식 에서 a = l , 6=1 이 라고 놓으면 1° 이 얻어 진다. 
2° C ：- C ：+ C „^-... + (- irC ：=0 

2 마디공식 으로부터 접 수들은 다옴파 같은 도식 에 따른다. 



이 형태를 HI ■스칼3각형이라고 부론다. 



외 전개식에서 /외 접수와 가운데마디를 구하여라. 


(#0[) 전개식외 일반마디는 


C"(xY"'(-V =(-l)'CV 니 " 
9 X 9 
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이 식에서 /외 접수를 구하려면 

18-3 r =9 

즉 r =3 을 취한다. 

그러므로 /외 접수는 


3^3^_9x^^_g4 
' 3! 

다옴으로 이 전개식외 마디수는 10이므로 가운데마디는 다섯째 마디와 
여섯째 마디이다. 

그러 므로 우에 서 얻 은 전개 식외 일 반마디 에 서 r =4, r =5 로 놓으면 다섯째 
마디는 

(- 1 )" C9V = 126 x ^ 


여섯째 마디는 


(- O'QV =- l 26 x ^ 


문 제 

1. (2 a "-3 Z ?") 난외 전개식에서 여섯째 마디를 구하여라. 
f 1 Y 

2. a + — 외 전개 식 에서 a 를 포함하지 않는 마디 를 구하여 라. 

V 

f 1 V " 

3. 2 x —— 외 전개식에서 x " 마디외 접수를 구하여라. 

V 3 x ) 

4. 1 + 2 C ^+2" c "+... + rc ; 을 증명하여라. 

5. 1 + 5 C 스 +5 "C 스 +... + 5" C ； =6" 을 증명하여라. 

6. 2마디 공식 을 수학적 귀 납범 으로 증명하여 라. 

련습 문제 

1 . 다옴 식을 전개 하여라. 

1) (x + 3) 크 


2 ) 


즈_ 7 

^ X 
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3) 


2 


+ — 


4) 


Vx 2 


2 Vx 


2. 다옴 식을 계산하여 라. 



f 1 ^ 

/ 

f 1 ^ 

1 ) 

1 + 

+ 

l-a^ 


2 ) 


2V 도 


+ 


V 도 


2^[x 


Vx 


3. 2 a "-3 Z)M 외 전개식에서 세번째 마디를 구하여라. 


4. 


2 x^ - 


3 x 


외 전개식에서 X 용외 마디를 구하여라. 


5. 


\[x 


2 ifx 


외 전개 식 에서 X 가 들어있지 않는 마디 를 구하여 라. 


6. (l + x )"" 외 전개 식 에서 넷째 마디와 여섯째 마디외 접수가 같다. 을 구하여 라. 


f 1 Y 

7. 3 x ^ -- 외 전개 식 이 상수마디를 포함하게 되는 정외 옹근수 외 최소값파 

그때외 상수마디를 구하여 라. 

f 1 V 

8. 3 x ' ——- 외 전개식에서 일반마디와 가운데마디를 구하여라. 

I 2x^J 

9. (2 + 외 전개식에서 가장 큰 접수를 가지는 마디를 구하여라. 

10. (x + 23 ；)( 2x + j)"(x + 3；)" 외 전개식에서 모든 접수들외 합을 구하여라. 

11. ( N / j ^ + 2)" 외 전개식에서 두번째 마디외 값이 1 000보다 크게 되는 X 외 범위를 
구하여 라. 


복습 문제 

1. 1부터 9까지 외 수자를 써 서 같은 수자가 거 듭 들어가지 않는 네자러흘수를 몇개 
만들수 있는가? 

2. 7명외 학생을 나란히 세우는 방법은 몇가지 있는가? 키가 가장 큰 학생이 끝에 
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있도록 나란히 세우는 방법은 몇가지 인가? 








































3. (a + Z ) + cf 외 전개식에서 마디외 접수를 구하여라. 

4. 수자 0, 1, 2, 3을 가지고 5자러수를 몇개나 만들수 있는가? 

5. 최우등생 10명파 우등생 6명가운데서 각각 3명씩 뽑는 방법은 몇가지 있는가? 

6. 10명 외 학생 을 3개 외 호설 A , B , Oil 배 치하려 고 한다. 

1) A 에 4명 , B , Oil 각각 3명 씩 배처하는 방법 은 몇 가지 있 는가? 

2) 지적된 한 학생 을 A 에 배처 하고 나머지 9명 을 A , B , C 에 각각 3명씩 
배 처 하는 방법 은 몇 가지 인 가? 

7. 어 떤 소조에 10명 외 학생 이 있는데 그가운데 서 3명 이 녀학생 이 다. 2명 외 대 표를 
선출하려 고 한다. 적 어도 1명 이 녀학생 이 되게 하는 선출방법은 몇 가지 인가? 

8. 서로 다른 2^개외 원소에서 ^개씩 뽑은 조합가운데서 지적된 한 원소를 포함하는 
조합외 수와 포함하지 않는 조합외 수는 같다는것 을 증명하여 라. 

9. 다옴 같기식 에서 늘같기 식 이 아닌것을 찾아라. 

1 ) C ： = Cr {m<n) 

2) {n + 2\n + 1)P ； = {m<n) 

3) C ： = CZ, + C：：/ (l<m<n) 

10. 세계측구선수권대회 본선경기에는 32개 럼 이 참가하여 먼저 4개 럼씩 8개 조로 
나누어 조별 련맹전을 하고 메 조에 서 1등파 2등을 한 럼 이 모여 서 승자전외 
방법으로 1등파 2등, 3등파 4등을 결정한다. 메 선수권대회에서는 총 몇번외 
경기를 하는가? 

11. 다옴 식외 전개식에서 모든 접수들외 합을 구하여라. 

( 2 x - y ) ^ ( x -^ 2 y ) ^ ( x + j ^) 

12. 다옴 공식 을 증명하여 라. 

1) C：" =(：：" 1 +(：："■' +*** + ^' 

^ n n-\ n-2 n-3 n-r 

2) c^ri =C^ , + + +C" 

^ /7+1 n n-l n-2 r+1 r 

( 1 V 

13. 5 x " —— 외 전개식에서 X 녀 접수를 구하여라. 

V 

( \ Y 

14. X + — 외 전개식이 상수마디를 포함한다는것을 증명하고 이때외 상수마디 

V ) 

를 구하여 라. 

153 






행렬 m 그 산법 


행렬식 

련럽1 차방정식 
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제 1 절. 행렬고^그산법 





* 1. 다옴외 표는 물질 H 2 , C 0, C 0 2, H ^ o , H^CO 

있는 수소 ( H ) , 란소 ( C ) , 산소 (0) 외 개수를 

다. 


3들에 들어 
표시 한것 이 


^2 0 0 2 2 ^ 

0 110 1 표 1 

^0 12 13 ^ 

(1) 이 표에서 가로줄외 수들은 무엇을 외미하는가를 말하여라. 

(2) 이 표에서 세 로줄외 수들은 무엇을 외미 하는가를 말하여 라. 

2. 다옴외 표는 세 종류외 집 짐승먹 이 X , Y , Z 들에 포함되 여있는 
비 타민 A , B , C 들외 량을 표시한것 이 다. 



표 2 


(1) 이 표를 보고 먹 이 X 에 포함되 여있는 비 타민들외 총량을 구 
하여 라. 

(2) 이 표를 보고 먹 이 X , Y , Z 들에 포함되 여있는 비 타민 B 외 총 
량을 구하여라. 


행텔은 량들의 호상관계볼 SA [하는데 리용 S 다. 
m X nim 수들로 개의 가로중파 nim 세로중의 사 S 정들에 배텔 
한 직 4 각형모양의 표볼 ( m , 자) 형행렬이라고 부 M ： F . 


행렬에서 가로줄을 행, 세로줄을 렬이라고 부론다. 행렬에 들어있는 메개 수를 그 
행렬외 원소라고 부론다. 행파 렬외 개수가 같은 행렬을 바른행렬이라고 부르며 
( n , n ) 형바른행 렬을 ^차■행렬이 라고 부른다. 

( m , n ) 형행 렬을 다움파 같이 표시한다. 


또는 간단히 



A= 






'm2 



mn J 
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여기서 메 원소외 밑에 붙은 수들을 점수라고 부르는데 그것은 그 원소가 어느 
행, 어느 렬외 원소인가를 표시한다. 

첫째 첨수는 행외 번호이고 둘째 첨수는 렬외 번호이다. 


ai 1 ^ 표 1외 행렬은 3개외 행파 5개외 렬을 가지는 (3, 5) 형행렬이다. 표 1 
외 행렬은 원소 H , C , 0 들에 관한 물질 H 2, CO , C 02, H2O , 
H2CO3 들외 원자행 렬 이 다. 

표 2외 행렬은 (3, 3) 형바른행렬 즉 3차행렬이다. 표 2외 행렬은 비타민 
A , B , C 들에 관한 먹 이 X , Y , Z 들외 먹 이행 렬이 다. 



ai 0 행 렬 


은 4 개외 행파 1 개외 렬을 가지는 (4, 1) 형행렬이고 행렬 

4 


(3 2 -5 0 1) 

은 1개외 행과 5개외 렬을 가지는 (1, 5) 형행렬이다. 



행외 



같 g 형의 두 행렬 A 와 B 에서 같 g 자리에 었는 원소들끼리 모두 같 g[[fl 
두 행텔 A 와 B 는 같다고 말5[고 이것을 A = B 로 표 A [한다. 
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문 제 


1. 다옴외 지적된 형외 행렬들을 써라. 

(3, 1), (1, 3), (2, 3), (3, 2), (2, 2), (3, 3) 

2. 다옴 행렬들은 어떤 형외 행렬들인가? 


1) (4 7 

2 -10) 

2) 

^ 7 ^ 

2 

3) 

^-1 3 4 2^ 

^2-3 0 


r 1 

2 -3 거 

/ 

"-2 5거 


^2-15 3거 

4) 

-5 

3 2 

5) 

1 3 

6) 

3 2 0 -4 


. 0 

0 0, 

\ 

4 -1 . 


-2 0 1 2, 


3. 다옴 같기 식 이 성 럽 하는 X , y , U , V 를 구하여 라. 




2 . 행렬의 더하기 

ai 1 ^ 세가지 종류외 제품 X , Y , ^를 생산하는 두 공장외 지난해 상반년도 
와 하반년도외 생산실적들은 다옴 표와 같다. 

(상반년도) (하반년도) 



X 

Y 

Z 



X 

Y 

Z 

첫째 

공장 

35 

18 

26 

첫째 

공장 

32 

25 

30 

둘째 

공장 

40 

15 

23 

둘째 

공장 

45 

22 

25 


이때 두 공장외 지난해 생산실적들은 다옴 표와 같다. 
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X Y Z 

첫째 공장 

67 43 56 

둘째 공장 

85 37 48 


이 표들을 행 렬로 표시 하면 다옴파 같다. 



^ 35 18 26^ 


^ 32 25 30^ 


^ 67 43 56^ 





, O 



,40 15 23, 


, 45 22 25, 


, 85 37 48, 


여 기서 행 렬 C 는 행 렬 A 와 B 에서 같은 자러 에 있는 원소들꺼 러 더하여 
얻 어 진것 이 다. 


^35 + 32 18 + 25 

26 + 30^ 


^67 

43 56^ 

.40 + 45 15 + 22 

23 + 25 . 


. 85 

37 48. 


같 S 형의 두 행렬 A 와 B 에서 같 S 자리에 었는 원소돌 끼리 mm 
얻은 행텔을 두 행텔 A 와 B 의 합이라고 부로끄 A + B 로 BA [한다. 



^11 수스11 

^12 수 ^12 

^13 ^13 

V ^21 ^21 

^22 수 ^22 

^23 ^23 y 



f 2 


f 1 0^ 

ai 2 ^ A - 

3 -2 
^5 -1^ 

, B - 

4 3 

4^ 


일 때 A+B 와 B+A 를 구하여 라. 


(플이) 



스 2 P 


^ 1 0 거 


^ 2+1 1+0^ 


^ 3 P 

A+B= 

3 -2 

+ 

4 3 

— 

3 + 4 (-2) + 3 

—— 

7 1 


5 -1 


-2 4 

V ^ J 


+ (-2) (-1) + 4 , 


3 3 



^ 1 0^ 


스 2 P 


^ 1 + 2 

0 + 1 ^ 


^ 3 r 

B+A= 

4 3 


3 -2 

—— 

4 + 3 

3 + (-2) 

—— 

7 1 


-2 4 
\ ^ ^ J 


5 -1 


^(-2) + 5 

4 + (-1), 


3 3 

V - 그 -V 
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제 



다움것 을 게 산하여 라. 




2. 1) A= 




일 때 A + B 와 B + A 를 구하여 라. 



2) 임 외 외 2차행 렬 A , B 에 대 하여 A + B = B + A 가 성 립 한다는것 을 증명하여 라. 



( A + B )+ C , A +( B + C ) 를 구하여라. 

2) 임 외 외 (2, 3) 형행 렬 A , B , Oil 대 하여 다옴 같기식 이 성 립 한다는것 을 증명 


하여 라. 


( A + B )+ C > A +( B + C ) 


3. 행렬에 수를 급하기 


공 PT ) 두 종류외 먹 이 X , Y 들에 들어있는 비 타민 A , B , C 들외 함량은 다옴 
표와 같다. 



X 

Y 

A 

4 

3 

B 

3 

6 

C 

7 

4 



먹 이 생 산공정 을 현대 화하여 이 먹 이 들에 들어 있는 비 타민들외 함량을 
평 균 12% 높였 다면 주어 진 먹 이 들에 들어있는 비 타민들외 량은 다음 표 
와 같다. 



X 

Y 

A 

4.48 

3.36 

B 

3.36 

6.72 

C 

7.84 

4.48 


표 4 


표 3파 표 4를 행 렬로 표시하면 다옴파 같다. 



스 4 

3 거 


M.48 

3.36 거 


3 

6 


3.36 

6.72 



4 . 


J.84 

4.48 ^ 


여기서 행렬 B 는 행렬 A 외 매개 원소에 1.12 를 물하여 얻은것이다. 
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행텔 A 의 매개 원소에 수 m 급하여 얻은 행텔을 행텔 A 에 
수 m g 한 적이라고 부로끄 이것을 kA 로 SA [한다. 



^ 1 2 ^ 

A - -1 0 일 때 3 A 와 (-2) A 를 계산하여 라. 



^ 1 2^ 


^ 3 6거 

(SOD 3 A =3 

-1 0 


-3 0 


.3 1. 


.9 3. 



^ 1 2 거 


^-2 - 4 ^ 

(- 2 )A -(- 2 ) 

-1 0 


2 0 


.3 1 , 


^-6 -1 J 


(주외) 행 렬 A 에 수 一( 소 9^0) 을 물할 때 스 로 쓰지 말고 반드시 -A 로 써 야 

k k k 

한다. 


행텔 A 에 수 -1 볼 m 행텔을 행텔 A 의 반대행렬이라고 
부로끄 그것을 -A 로 SA [한다. 




때 


- A =(- l ) 



행 렬 A 와 행 렬 B 외 반대행 렬외 합 A +(- B ) 를 A - B 로 표시한다. 


^ a b ^ 


^ CO 


^ d ~ CO 

b-x^ 

. C d j 


Ly 고 J 


\c-y 

d ~ z j 
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( 2 3 그 


( 1 0^ 

ai 4^ K= 

1 4 


-1 3 


[o ij 


1 2 6j 


일 


때 


A - B 와 2 B -3 A , B - B 를 계산하여 라. 



스 2 3 거 


r 1 

0 거 


스 2-1 

3-0^ 


M 3거 

( m \) A - B = 

1 4 

— 

-1 

3 


1 + 1 

4-3 

—— 

2 1 


,0 1, 


. 2 



^0-2 

1-6, 


-5^ 



^ 1 

0 거 


스 2 3 거 

2 B -3 A =2 

-1 

3 

-3 

1 4 


. 2 

6 ； 


.0 1 . 


^ 2 

0^ 


^ 6 

9 거 


^ -4 

-9 거 

-2 

6 

— 

3 

12 


-5 

- 6 

. 4 

12 . 


. 0 

3 . 


. 4 

9 . 



r 1 

0^ 


^ 1 

0 거 


^ 1-1 

0-0^ 


^ 0 

0 거 

B - B = 

-1 

3 

— 

-1 

3 


-1-(-1) 

3-3 

—— 

0 

0 


. 2 



. 2 



V 2-2 

6 - 6 ^ 


.0 

0. 


이와 같이 모든 원소가 령 인 행 렬을 령행렬이라고 부르고 그것을 글자 0 로 표시 
한다. 


행렬 


^ ° ° 은 (2, 3) 형령행렬이고 행렬 ^ ° 


0 0 0 


0 0 


은 2차령행렬이다. 


A 가 임 외 외 형 의 행 렬 이 고 0 가 A 와 같은 형 외 령 행 렬 이 면 

A +00+ A=A 


가 성 립한다. 


또한 


A + (- A ) = (- A ) + A =0 
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문 제 



1) 2A 


2) C-1a 


일 때 다음것을 계산하여라. 
3) OC-3B 


4) B-2C 


5) |(A + B) 


6 ) 


Aa.Ab 
2 2 


2. A 와 B 가 모두 (3, 2) 형행 렬 들일 때 임 외 외 수 ^에 대 하여 KA + B )= 소 A+ffi 가 성 
럽한다는것 을 밝혀 라. 

3. A 가 임외외 행렬일 때 임외외 두 수 yt , £들에 대하여 

k { JZ A) = JZ ( kA )={ k 9 .) A 

가 성 립 한다는것을 밝혀 라. 


4. 행렬의 급하기 

ai 0 두 종류외 제품 M, N 을 하나씩 생산하는데 펄요한 자재 X와 Y 외 량은 
표 5에서와 같고 X, Y 를 한 단위씩 생산하는데 필요한 원료 a, b , c 외 
량은 표 6에서와 같다. 



X 

Y 


a 

b c 

M 

5 

3 

X 

2 

1 7 

N 

4 

6 

Y 

8 

3 9 


표 5 표 6 

제품 M, N 들을 하나씩 생산하는데 필요한 원료 a, b , c 외 량을 구하자. 




스5 3^ 

,4 6, 



1M=5X+3Y, 1X=2 a+ b+7c, 1N=4X+6Y, 1Y=8 a+3 b^9c 

와 같이 표시하면 

1M=5 (2 a+ /?+7c)+3 (8 a+3 Z?+9c) 

1N=4 (2 a+ /?+7c)+6 (8 a+3 Z?+9c) 

1M=(5 - 2+3 - 8) a+(5 - 1+3 - 3) b+(5 - 7+3 - 9) c 
1 N = (4 • 2+6 • 8) a+(4 • 1+6 • 3) Z?+(4 • 7+6 • 9) c 
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이 리하여 제 품 M, N 을 하나씩 생 산하는데 필 요한 원료 a, b . c 들외 
량은 다음 표와 같다. 





















이제 


M 

34 

14 

62 

N 

56 

22 

82 

/ 

^34 

14 

62^ 

O 

\ 

56 

22 

82^ 


표 7 


로 놓고 행 렬 C 가 행 렬 A , B 에 외하여 어 떤 방법 으로 얻 어 졌는가를 보 

자. 


Cii =34=5 - 2+3 - 8 

에서 첫째 인수들은 행 렬 A 외 1행 (5 3) 외 원소들이고 둘째 인수들은 

이 

행 렬 B 외 1렬 외 원소들이다. 

W 

C2i^56=4 - 2+6 - 8 

에서 첫째 인수들은 행 렬 A 외 2행 (4 6) 외 원소들이고 둘째 인수들 은 

이 

행 렬 B 외 1렬 외 원소들이다. 

W 

C 23=82 =A - 7+6 - 9에 서 

첫째 인수들은 행 렬 A 외 2행 (4 6) 외 원소들이고 둘째 인수들은 행 렬 B 

의 3렬 외 원소들이다. 

\y J 

이와 마찬가지로 행렬 C 외 원소 C 니는 행렬 A 외 i 째 행외 원소들과 행 

렬 B 외 7* 째 렬외 원소들을 차례 로 하나씩^물하여 더 한 합파 같다. 즉 

2 \ I 2 

an b ij + <2/2 b 2 j=^ciikbkj . ^ 

( m , 5 ) 형행텔 A 와 (s, n ) 형행텔 B 에 대하여 행텔 A 의 m 행의 원소들 

파 mm B 의 jm 렬의 원소들을 차 g [로 급하여 더한 합 뿔 원소로 하는 

( m , «) 형행렬 C 뿔 두 행렬 A 와 B 의 적이라고 부르끄 AB 로 표시한다. 


OAB 

S 

Cy = + a.^b^j + ••• + aj^sj = Z 다 uh 

k=i 

행렬외 곱하기는 첫째 행렬외 렬외 개수와 둘째 행렬외 행외 개수가 같은 경우에만 
할수 있다. 
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I - 1 

I I 


( m , 형 행 렬 X ( s , 형 행 렬 

I I 

I I 

!_ - r - ■ 

I I 

= ( jn , 형행 렬 







^pa pb pc ^ 

311 2 그 (a b c) 

q 

= {ap + bq + cr ), 

q 

{a b c) = 

qa qb qc 






^ra rb rc j 


ai 3j) 

r 1 5^ 

f4 2 -6) 


^l-4 + 5-l 

1-2 + 5-5 

1-(-6)+5-(-3) ^ 

-4 2 

^ 5 -3^ 

— 

(-4).4 + 2-1 (-4)-2 + 2-5 

(-4) - (-6) + 2 - (-3) 


1 3 6j 


^•4 + 6-1 

3-2 + 6-5 

3 - (-6) + 6 - (-3) J 


^ 9 27 -21 거 

-14 2 18 

^ 18 36 -36^ 


행 렬 외 물하기 에 서 는 일 반적 으로 바꿈법 칙 이 성 럽 하지 않는다. 


h ： 


1 0 
0 0 

AB - 


BA ^ 




^0 

n 





5 




일 

때 







0. 





A 

0^ 

^0 

1^ 

/ 

' l-O + O-l 

l-l + O-O ^ 


^0 

n 

vO 

0. 


0. 

\ 

^ O-O + O-l 

O-l + O - O ； 


vO 

0. 

^0 

n 

fl 

0^ 


농 1 + 1-0 

O-O + l - O ^ 


^0 

0^ 


0. 

vO 

0. 


J-l + O-O 

l-O + O - O ^ 


.1 

0. 


즉 AB 9^ BA 


문 제 


1. 다움 행 렬들외 적 을 구하여 라. (물하기 가 가능하면) 


1) (2 3 4) 

r-2^ 

1 

2) 

r-2^ 

1 


. 5. 


. 5. 


(2 3 4) 
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2. A= 





^ 일 때 다옴것 을 계 산하여 라. 

V 


1) ( A + B ) C 


2) AC+BC 3) ( AB)C 4) A ( BC ) 


2 3^ 

3. A = 0 -3 -6 일 때 A ^, A 간을 계산하여라. 

,0 2 4 , 

여기서 A 카은 A 를 ^번 물한것이다. 


5. 1：다변환 

몇가지 이동외 이동식들을 보자. 


ai 



직각자러표계가 정해진 평면에서 벡 
토르 a = { V } 에 외한 평행이동 
/그외 이동식을 구하자. 

평면외 임외외 점 M ( x , J ；) 에 대하여 
/- - M ( x , y ) ^ Mi ( xi , yi ) 

라고 하면 


Mi(xi, yi) 



그림 6-1 
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OM. =OM + MM = OM + a 


OM = { x , 3 ；}, OM ={x , y 

1 11 

= x + u 
= J + ^ 

이것은 평행이동 /크외 이동식이다. 


따라서 


ai 2 ^ 회전중심이 자러표원점 0 이고 회전각이 
0언 회전이동 외 이동식을 구하자. 

그림 6-2 에서 보는바와 같이 
OM= OMj = r, ZxOM = a 

라고 하면 

(x = rcosa [x^ = rcos(a + 0) 

[y = r sin a = r sm(a + 0) 



그림 



따라서 


Xj = r cos a cos d-rsina sin 0 = xcosd - ysind 
yi=r sin a cos 0 + r cos a^inO = y cos 9 + x^mO 




Xj = xcos ^- jsin ^ 
= xsin ^ + jcos ^ 

이것이 회전이동 외 이동식이다. 


«1, *1, Cl, «2, *2, C2 가 상수일 Hfl 작각표게가 정해전 
평면에서 점 M (x, j) 을 식 

{ x ^= a^x + b^y + c ^ 

= a^x + b^y + c ^ 


에 의 oKM 결정도[는 점 MiOci, ji) 로 옮기는 H 환을 1X 배환 


(또는선형 a 환)이라고 부 MCK 

a . 

여기서 ' 
그 2 




스 2 


행렬 


\그 2 는 2 J 


을 1;다번환의 행렬이라고 부론다. 
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평행이동과 회전이동은 1차번환들이고 행렬은 각각 다옴파 같다. 


^1 0^ 


^cos 6 - sin 6 ^ 

,0 1, 


^ sin 6 스 cos <9 ^ 


문 제 

1. 자러표계가 정해진 평면에서 측대청이동외 번환식과 번환행렬을 구하여라. 

2. 자러 표계 가 정 해 진 평 면에서 중심닮음변환외 번환식 파 번환행 렬을 구하여 라. 

3. 자러표게가 정해진 평면에서 점 A(0, 0), B(l, 0), C(-l, 1) 들을 각각 점 

Ai (-1, 1), Bi (-3, 0), Ci (0, -1) 

들로 옮기는 1차번환외 번환식파 번환행 렬을 구하여 라. 




^ 평행이동을 거듭한것은 1차번환인가? 


금 i ~ 3^ X 죽에 관한 대 청 이 동 에 회 전중심 이 자러 표원점 이 고 회 전각이 一 인 

^몬 

회 전이 동 를 거 듭하자 . 이 것 을 0 y 그 로 표시 하자 . 

J J 

X 측에 관한 대 청 이 동 /； 외 번환식 은 

Xj = X 

< 

회전이동 /;외 번환식은 J 지 

-1 bi = 

따라서 /뜨 ° /；에 외하여 점 M(x, J；) 은 점 MXy, X) x) 로 옮겨 진 다 . 
즉 /； 다/;은 직선 에 관한 대청이동이고 번환행렬은 

^0 P 
,1 0, 

즉 번환행렬은 회전이동 /;외 번환행렬과 대청이동 /;외 번환행렬외 적 

2 

과 같다 . 


^0 - 1 ^ 


^1 0 ^ 


^0 P 

,1 0 , 


^0 -\j 


,1 0 , 
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nr 


제 


1. X 죽에 관한 죽대 정 이 동에 죽에 관한 죽대 정 이 동을 거 듭한것 은 1 차번환인 가? 

2. 두 중심닮음변환 ( ku 0), ( fe , 0) 을 거듭한것은 1차번환인가? 


련습 문제 


. 다옴외 같기 식에 맞는 외 값을 구하여라. 


1 ) 


2. 행렬 


1 

X-7 


X + / 


^ 2v r 

U J 


L 3u ~ 5 j 


2 ) 


U+V U-V 


가 

^1 2^ 

) 

.3 4. 



^ 3 

2 

0 거 


r-1 

2 3 ^ 


스 1 -5 - 3 거 


-1 

0 

3 


2 

5 -2 

, o 

4-2 3 


. 2 

-3 

1 . 


. 0 

1 3 . 


.1 2 - 1 . 


에 대 하여 다옴 계산을 하여 라. 

1) A + B-C 2) 2 A +3 B 3) 3 B -4 C 


3. h ： 


2 3가 
2 1 

나 3 2 J 


B - 


1 2 4 


2 1 
10 1 


-1 

2 


일 때 AB - BA 를 계산하여라. 


4. 다옴외 행렬외 적을 구하여라. 


1 ) 


f3 -1 2 ^ 
5 0 3 

1 -2 7 


2 

-1 2 
-1 4 


2 ) 


3 1 1 


2 


2 


1 2 3 


1 1 -1 

2 -1 1 

1 0 1 


5. h ： 


1 2 
-3 -1 


, & 


2 4가 


V 


4 


일 때 다음 같기 식 이 성 럽 하는가? 


( A + B ) ( A - B ) = A 너 


여 기서 A 오, B 2 은 각각 AA , BB 를 표시한것 이 다. 
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6 . 직각자러표게가 정해진 평면에서 Zxqy 외 2등분선 £ 에 관한 측대청이동/요외 번 
환식과 번환행 렬을 구하여 라. 

7. 직각자러표게가 정 해 진 평면외 임외외 점 M 에서 X 측에 그은 수직선외 밑점 을 
Mo 이 라고 하고 선분 MMo 외 가운데점 을 Ml 이 라고 하자. 이 때 평 면외 임 외 외 점 
M ( x , 3 ；) 를 Mi ( xi , 3 ； i ) 로 옮기는 1차번환외 번환식과 번환행렬을 구하여라. 

8 . 1 차번환들을 거 듭한것 은 1 차번환이 라는것 을 증명하여 라. 


용 목 

서 



1. 련립 1 차방정식 

a^x-^-h^y CyZ = p 

< a^x + b^y + C2Z = q 
a^x + b^y + c^z = r 


은 행렬의 급하기뿔 리용하여 cmm 같이 SA [할수 었다. 

AX=B 


여기서 



^ a 노 ^ 


M 



A = 

^2 ^2 ^2 



, B = 

q 


스 3 ^3 J 






0 [것은 주어전 련립방정식을 S 다^은 행텔 X 볼 구한다^을 의 n [한다. 

0 [ H-let mm X 가 S 자 I 하자면 행렬 A 에 대 oKM om 조 2! 이 성립해야 하는 71? 
2. gj 의의 두 / 1 차행렬 A , B 에 대하여 같기식 

k 

( A + B )^= J 그 

/=0 

가 성립 oKf 면 om 조건이 었어야 51 는가? 
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1. 3； 다행렬식 


제 2 절. 행 렬 식 


9 개의 수 cii J , CI2 9 ^2 잣 ^2 j j ■호■로 만문^ ^ iJ \ [ 


a^b^c^ + a^b^c^ + a^b^c^ - a^b^c^ - a^b^c^ - a^b^c% 


볼 3； 다행렬식이라고 부 M：K 


련 럽1차방정 식 


을 쉽게 


XI 


a^x-\-b^y-\-c^z = p 

a^x -\- b^y -\- c^z = r 
는데서 접수들로 만든 표시 




c , 


^2 ^2 ^2 


a 


lx 


C 3 


가 많이 러용된다. 


행 렬식 외 계 산규칙 을 그림 으로 그려보면 다옴과 같다. 



a 2 b ^ c ^ 

aj )2^ 프 


a ^ b^c 


2 


ai ^ 다옴 3차행렬식을 계산하여라. 


D 


3 0 
2 1 
-2 3 


2 


12 3 
C C C 

►1 2 3 

70 70 70 

fhx 2 3 

a a a 
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( m \) D = 3 -M + 2-3-(-2) + (-2)-0-3-(-2)- l -(-2)-2-0- l -3-3-3 = -40 


행 렬식을 이와 같이 번형하는것을 행 렬식을 전위다고 말한다. 

행 렬식 을 전위하면 그 값이 어떻게 되겠는가를 보자. 

D 외 마디 는 Di 외 마디 로도 되 는데 D 에 서 도 « + » 부호를 가지 고 Di 에 서 

도 « + » 부호를 가진다. 또한 D 외 마디 a , b , c 오은 Di 외 마디로도 되는데 D 에서도 

«-» 부호를 가지고 Di 에서도 «-» 부호를 가진다. 다른 마디들에 대해서도 D 와 Di 
에서 목같은 부호들을 가진다는것을 알수 있다. 



2 3 

4 


0 

1 

0 


a 

b c 

4) 

5 -1 

2 

5) 

1 

\ + a 

1 

6) 

0 

d e 


1 -2 

3 


1 

1 

\ — a 


0 

0 f 


2 . 행렬식의 성질 


행렬식을 간단히 계산할수 있는 방범을 찾기 위하여 행렬식이 어떤 성질^ 
는가를 살찌보자. 

행렬식 

Cj 

I> a 오 

^3 스 3 ^3 

외 메 행이 그 원소들외 순서는 보존하면서 같은 번호를 가지는 렬이 되게 행 
번형 하면 다옴과 같은 행 렬식 이 나온다. 


저 


다옴 3차행렬식들을 계산하여라. 



1 1 

1 


2 

1 

4 

3 -5 

1 

1) 

1 2 

3 

2) 

5 

-2 

1 3) 

2 3 

- 6 


2 3 

-4 


1 

4 

3 

-7 2 

4 
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그러므로 


I>Di 


t 성질 1] 행텔식은 a 우[하여도 그 값이 a 하지 않는다. 


성질 1) 에 외하여 행렬식외 행에 대하여 성럽하는 모든 성질들은 렬에 대하여 
성립하고 거꾸로 렬에 대하여 성립하는 모든 성질들은 행에 대하여 성립한다. 
그러므로 앞으로는 행 에 대 하여서만 고찰한다. 

행렬식 D 에서 임외외 두 행을 바꾸어놓은 행렬식을 D 2 라고 하자. 

례컨대 

q 

D2= a 프 C3 

다 2 느 2 ^2 

라고 하자. 

D 외 마디 D2 외 마디로도 되지만 D 에서는 « + » 부호를 가지고 D 2 에서 

는 «-» 부호를 가진다. 또한 D 외 마디 ajY ： 오은 D 2 외 마디로도 되지만 D 에서는 

(-» 부호를 가지고 D 2 에서는 « + » 부호를 가진다. 

다른 마디들에 대해서도 D 와 D 2 에서 서로 다른 부호들을 가진다는것을 알수 있다. 
그러므로 D 2 —D 


[성질 2] 행렬식에서 두 행을 서로 UP ? 면 행렬식의 값은 부호만 변한다. 


문 제 

1. 행렬식에서 한 행 (렬)외 모든 원소가 령이면 그 행렬식외 값은 어떻게 되겠는가? 

2. 행렬식에서 행 (렬)들외 순서를 거꾸로 고치면 그 행렬식외 값은 어떻게 되겠는가? 

3. 행렬식에서 두 행 (렬)이 같으면 행렬식외 값은 어떻게 되는가? 

_£ 

[성질 3] 행렬식에서 임의의 한 행의 모든 원소들을 AHH of 면 그 
행렬식의 값은 주어전 행렬식값의 * 배로 된다. 


례컨대 



ka^ 


kb 오 



다 2 스 2 
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성 질 3은 행 렬식 에서 임외외 행외 모든 원소들외 공통인수를 행 렬식기 호밖으로 
내보낼수 있다는것을 보여준다. 


aTT ^ 다옴 행렬식을 계산하여라. 

2-17 
1 > 3 5-4 

4 -2 14 



2 -1 

7 


2 

-1 

7 


(풀이) 1> 

3 5-4 

= 2- 

3 

5 

-4 

= 2-0 = 0 


2-2 2-(-1) 

2-7 


2 

-1 

7 





[성질 4 ] 두 행텔식에서 같 S 번호의 한 행만 다로고 다론 행돌 S 모두 

길^으면 그 합은 5 KJ * 의 행텔식으로 쓸수 었다. 




bi 




bi 




ai. 

^2 

bi 

C2 

+ 

^2 

K 


—— 

^2+^2 b 세 +c[ 


^3 

h 

C3 


^3 

h 

C3 


^3 스 3 ^3 


례컨대 


Cl ^ CI2 

bi ^2 


= (다 A - a A ) + Oi^2 - a ^ c ,) = a , (62 +^2)-^2 (^1 + ) 

^1 ^2 

bi + < 그 1 ^2 + ^2 


문 제 

1. 행렬식에서 모든 원소외 부호를 반대로 바꾸면 행렬식외 값은 어떻게 되겠는가? 

2. 행렬식에서 두 행 (렬)이 비례하면 그 행렬식외 값은 어떻게 되겠는가? 





X 

[성질 5 ] 행텔식에서 gj 의의 한 행의 
론 행의 대용 61 는 원소들에 
않는다 . 

t ? 류 우 4 수 iHI ojOJOf 수 m SolW 다 

각각 더하여도 행텔식의 값은 a5K[ 

J 

W 




이 성질은 성질 3, 4들로부터 나온다. 


173 




















































ai O 다옴 행렬식을 계산하여라. 


(풀이) 첫 행에 나머지 


마지 막행 렬식외 


각각 더해주면 행렬식 


외 성 질 5에 외하여 


I>2- 


0-10 
0 0-1 


2-1 = 2 


ai 



다옴 행렬식을 계산하여라. 


D 


(SOD 성 질 3, 5에 외하여 


D 


2 



스 1 

^1 

1 



^1 

1 



^1 

그 2 

는 2 

^2 

1 

~ 2 

그 2 

스 2 

^2 

1 

+ — 
2 


스 2 

^2 

+ (22 

스 1 + 스 2 

+C 2 


K 

^1 

^2 

스 2 

^2 


= 1.0 수누 0 = 0 


D 


0 1 1 
1 0 1 
1 1 0 


모든 행 들을 더하면 성 질 5에 외하여 



2 

2 

2 


1 

1 

1 

1 > 

1 

0 

1 

= 2 - 

1 

0 

1 


1 

1 

0 


1 

1 

0 


첫 행 에 -1 을 물하여 나머 지행 들에 


11 CN 

C C 


2 

C 


C 1 


2 


2 

6 


61 62 




2 


11 CN 

^ a 


2 




2 
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문 제 

1. 행렬식들을 행렬식외 성질을 러용하여 계산하여라. 



1 1 1 


3 2 2 


X 1 1 

1) 

-1 1 2 

-1 1 3 

2) 

2 3 2 

2 2 3 

3) 

1 x 1 

1 1 X 



a 

X 

X 


a 

b 

c 

4) 

X 

b 

X 

5) 

b 

c 

a 


X 

X 

c 


c 

a 

b 


2. 성 질 5 를 증명하여 라. 

련습 문제 

1. 다옴 행렬식들을 계산하여라. 



1 

-3 

5 


2 

5 

-3 


4 3 

1 

1) 

-3 

6 

9 

2) 

-1 

3 

2 

3) 

6 -4 

-3 


4 

-2 

0 


4 

7 

- 6 


-1 5 

7 


2. 다옴 행렬식들을 행렬식외 성질을 러용하여 계산하여라. 



1 

1 

1 


a abc 




1 

a 

a 그 

1) 

— X 

X 

0 

2) 

b abc 

b 오 



3) 

1 

b 

b 오 


— X 

0 

X 


c abc 

c 오 



1 

c 

c 오 


X 

X 고 

X 그 


1 

1 


1 




4) 

y 

/ 

7- 

3 

5) 


— 

by 






1 

1 

1 


^2 -h 

^2 


다 2 





3. X 를 구하여 라. 

x " 9 16 
X 3 4=0 

1 1 1 
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4. 


다옴 같기 식 들을 증명하여 라. 


Xj - 


3^1 - 

나 1 

Zj + Xj 


Xj 

3^1 

^1 

X2 - 

f J；2 

3^2 - 

f Z 2 

^2 +^2 

= 2 - 

X 2 

3^2 

^2 

X3 - 

f J；3 

3^3 - 

f Z 3 

^3 +^3 


X 3 

3^3 

^3 


2 ) 


1 

1 

- 1 


a + X 

ci + y 


1 

1 

1 

(a - b){a - c)(b - c){x - y) 

b + X 

i 

a + y 

(a + x){b + x)(a + y)(b + y){c + x)(c + y) 

1 

1 

- 1 


C + X 

c + y 



제 3 절. 련럽 1 :다방정식 


련럽세 번수1 차방정 식 

a^x + b^y + c^z = p (D 

< a^x + b^y + c^z = q ® 

a^x + b^y + c^z = r (3) 


을 련럽두번수 1 차방정 식과 같이 행 렬식 에 외하여 푸는 방범을 보자. 
행렬식 


다2 스2 
^3 스3 


^2 

C3 


을 련럽 1차방정 식외 결수행렬식이 라고 부론다. 


^2 스 2 

^3 스3 



C 


2 




+ + a ^ b^c 


2 


^1 (스2^3 -^ 3 ^ 2 ) + ^2 (스3^1 


a, 


^2 ^2 
h ^3 


+ Cl 


2 


Cl b, 
C3 b. 


~ ~ Ci ^ biC % 


- b ^ c ^) + a ^( b^c 


2 


+ Ch_ 


bi c , 

^2 ^2 


~ clJd ■즈 볼 
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따라서 




는 2 ^2 

, A. = 

Cl b, 

, An = 

h c, 


" z 

C 3 b. 

" 5 

Z?2 C 2 


로 놓으면 


b 노 

^2 스 2 

^3 스 3 



C 


2 


C 




2 


+ 


a- 


a 


2 


a 


\ 

스 2 

b 그 


■ei 


c 


2 


C 




b 

b 


2 



2 




bi 


ch 


a 


2 


Br 


b 


2 


^1 

^2 

■€3 




br 


2 


C2 

C 3 


^1 

C 3 




^1 

C 3 


^1 

C 2 


bi 


BI 1^ 다움 3 차행렬식을 계산하여라. 


(풀이) D =3- 



0 -2 


D = 


2 1 
-2 3 




0 0 


+ (- 2 ) . 


-2 



= 3 - (-8) + 2 - (-6) + (-2)-2 = -40 




련럽 1 차방정식을 풀 때 보통 번수를 
2개를 동시에 없앨수 있는가? 


하나씩 


차례로 없애지만 번수 


®XAi+(DXA2+(3)XA3 
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{a^x + b^y + Cjz)Aj + {a^x + b^y + Cr^z)K^ + + ^>3^ + c^z)K^ - pK^ + qK^ + rA^ 

이것을 다시 정 리하면 


+ a^A^)x + (^lAj + 스 2^2 + 스 3^3 )*y 수 (^ 1^1 +^ 2^2 +^3^3) 고 

= + + rA ^ 


이때 


t\ Cj 

a^A^ + ^2고^2 + ^3^3 - ^2 ^2 ^2 

^3 ^3 ^3 


A | + Z ?2^2 수 스 3^" 


C| A| + C 2 ^2 + c^ A 


+ qh 가 + rA 


P b, c, 

q ^2 ^2 

r b^ C3 


따라서 접수행렬식이 령 아닐 때 변수 X 외 값은 다옴과 같이 표시된다 


류사한 방법 으로 V , ^를 구하면 그 값을 각각 다옴과 같이 표시 할수 있다 


^1 h ^1 

^2 느2 ^2 

^3 스3 ^3 


^ ^ ^ C1 C2 C3 

<r 7n^ 7n^ <r 7n^ 7n^ 
al ^2 ^3 al ^2 ^3 

II 

z 

#\ 

cl C2 C3 cl C2 C3 

^ ^ ^ <r <r <r 

7^ ^ ^ 12 3 

a a a a a a 

II 

7 


12 3 

c c c 

►1 2 3 

70 一굥 70 

►1 2 3 

70 70 70 
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a 립 1 차방정식 


a^x + b^y + c^z = p 
< a^x + b^y + c^z = q 
a^x + b^y + c^z = r 

은 결 수 ? 9 렬 식이 g ON [[fl o\L\o\ SOB 가지며 그 SO [는 다음파 갈다 . 



이 풀이공식을 크 EFffll 르공식이라고 부론다. 


aT ^ 다옴 련럽방정식을 행렬식을 러용하여 풀어라. 

X + 7 + Z = 6 

< 3x-7 + 2z = 7 
5x + 2j^ + 2z = 15 


(풀이) 




D 


7 


y 


D 




풀이모임 {(1,2,3)} 
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31 3^ 다옴 련 럽 방정 식 을 줄어 라. 


X + y + mz = \ 

< X + my + Z = m 
X- y + z = ?) 


(풀이) 



1 

1 m 


11m 


1 

m 1 

= - {m + l)(m -1) , = 

m m 1 


1 

-1 1 


3 -1 1 


= -4(m + l)(m - 1) 


D 


y 


11m 


1 1 1 

1ml 

= —(m — 3){m — 1) , = 

\ m m 

1 3 1 


1 -1 3 


= 4(m - 1) 


따라서 m ±1 일 때 


X = 4, 



4 

z — - 

m +1 


풀이 모임 



문 제 


다옴 련 럽 방정 식 들을 크라메 르공식 을 러 용하여 줄어 라. 


2x + 6^ + 3z = 1 

1) < 3x + 15^ + z = 2 
4x -9y + 4z = 0 


2x + 3y-5z = 0 

2) < 3x - 4y - 6z = -7 
8x -7y + 2z = 3 


2x + 7y-z = 8 

3) < 4x + 2y + 3z = 9 
3x-5y + 3z = l 


X + y + z = 6 

4) < 3x - y - 2z = -7 
5x-\-2y-\-2z = 17 
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련습 문제 


1. 다옴 련럽방정식을 크라메르공식 에 외 하여 풀어 라. 



X + y + Z = 1 


2 x + 7 y-z = 8 


1 )< 

5 x + y- 2 z = 10 

2 ) < 

4 x + 2 y + 3 z = 9 

3 )< 


3 x + 4 y + z = -2 


3 x- 5 y + 3 z = l 

V 


x + 5 y - 2 z = 1 
X - Ay + z = -5 
lx-?)y - z = 0 


2. 다옴 련 럽 방정 식 을 줄어 라. 



ax-\- y z = \ 


1 )< 

x-\- ay z - \ 

2 )< 


x-\- y az - \ 

V 


(1 + a)x + y + Z = \ 
X + (1 + a)y + z = a 
x + y + {\ + a)z = a 


2 


용 규* 


1. 련립 1 자 & 럼식 

a ^ x -\- h^y c^z = 0 

< a 2 X + b 2 y + C2Z = 0 
a^x + b^y + c^z = 0 

은 항상 m \ x =0, y =0, z =0 을 가전다. 0[31한 플0[뿔 령물이라고 
부 M 다. 

1) om 경우에 0[ 련립방'정식이 mm \ diLms [는가? 

2 ) om 경우에 o [ 련립방정식은 g ofej mm 가*지는 7p ? 

2 . 련립1차맹식 

a^x + b^y + c^z = p 

< a 2 X + ^27 + ^2^ - ^ 
a^x + b^y + c^z = r 

1) om 경우에 무수5[ 많은 S 이뿔 가지는가? 

2) om 경우에 될이볼 가지지 않는가? 
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복습 문제 



일 때 A " 에" 을 계 산하여 라. 


1 -2 1 
2. A= -1 10 

-2 0 1 


일 때 A " 에을 계산하여 라. 


3. 행렬 A , B 에 대하여 ABO 이면 AO 또는 BO 이라고 말할수 있는가? 

4. 행 렬 A , B , C 들에 대 하여 같기 식 AB = AC 가 성 립 하면 같기 식 BC 가 성 립 하는가? 

5. ^차행 렬 A 와 B 에 대 하여 다옴 같기식 들이 성 립 하는가? 

1) (A±B)" = A" +2AB + B" 

2) A" -B" =(A + B)(A-B) 

6. 다음 행렬식들외 값을 행렬식외 성질을 러용하여 계산하여라. 



X 

^2 

^3 


x + a^ 

^2 

^3 


~ X 

a 

b 

1) 


X 

^3 

2) 


X + ^2 

^3 

3) 

b 

~ X 

a 



^2 

X 



그 2 

x + 


a 

b 

~ X 


7. 다옴 행렬식외 값을 계산하여라. 



2 

3 

-5 




3 

2 

-4 


5 1 

2 

1) 

3 

7 

-1 



2) 

4 

1 

-2 

3) 

3 9 

-2 


-5 

0 

3 




5 

2 

-3 


1 3 

4 


-4 

7 

4 



6 

7 

-5 



4) 

4 

-9 

-3 


5) 

2 

1 

3 




2 

-6 

/- 

5 



-4 

6 

7 




8. 다움 련 럽 방정 식 을 줄어 라. 


1 ) 


4x - 3 j + 2z = 1 


X + 2^ + 3z = 5 


< X + 2 j - z = 3 

2) < 

3x - 3 j - 2z = 0 

3) < 

X ~ 3 + 2z = — 2 


2x - 3^ - z = 3 

V 


X + y + Z = 1 
X - y + Z = 1 

3x - y -\-3z = 0 
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9. 1()1 개 외 모르는 번수를 가지 는 다옴 련 럽방정 식 을 풀어 라. 


+ X2 + * * * + ^IQl ~ 0 
Xj + X2 =1 


< ^2 + X ： 


•^100 


X 


101 


10. 련럽세 번수1차방정 식 으로 줄리 는 응용문제 를 만들고 줄어 라. 


연 구 


3 차행렬식은 3 차행 S 에 수름 대융 A [키는 넘기기로 볼수 었다. 

그31나 3차행렬에 수볼 대융 A [키는 a 기기는 무수 S [ 많으 ffl 0[31한 a 기 
기들0[ 모두 3차행텔식으로 도[는것은 아니다. 

31[컨대 3차행텔 



^12 

사 ^ 

^11 

^13 

^21 

^22 

^23 

V ^31 

(2 32 

^33 ) 


에 수 «11을 대융 A [키는 넘기기는 3차행텔식이 아니다. 오 HU 5 f 면 행텔식의 
성질 2가 성립 5 K [ 않기[대문이다. 

3차행렬에 수볼 대융 A [키는 넘기기들가운데서 ( H ® a 기기가 3차행렬식 
으로 도[겠는가? 


- <2^ - 

우리 나라 수학자 리41혁의 론문잡 «산술관3» 

우리 나라 수학자 리41혁 (1810 H -?) 은 남병길파 수학을 공동으로 
연구하였다. 

그는 1855 H 에 4개의 론문으로 도[여었는 론문접 «산술관견» 을 
출판하였다. 

이 론문잡은 기하, 대수, 무한의 합 등에 관한 내용으로써 당 
시 동양에서 $[고수준의것이였다. 그 S 기[대문에 당시 수학자들은 이 론 
문집에 설린 론문들이 가지는 섬오한 LH 용과 정확한 론5[에 대해서는 다 
론 선진국 수학자돌까지도 탄복할것이라고 말였다고 한다. 
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게 7 찬. 크연과 4적 

DJI 1/；A 



모 gj 산법법적 


명제와 그 산법 


명제으 I 산법법적 
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제 1 절. 모임산법법직 


a 가 모임 A 외 원소라는것을 aeA 로, a 가 모임 A 외 원소가 아니라는것을 
(2 ^ A 로 표시 하였 다. 

모임 A 가 모임 B 외 부분모임 이 라는것 을 AcB 로 표시한다. 

번모임을 (!) 로 표시하고 d ) ( 그 A 로 본다. 또한 Ac A 로도 본다. d ) , A 가 아닌 
A 외 부분모임을 참부분모임이 라고 부론다. 

ai l ) 자연수모임 N , 옹근수모임 Z , 유리수모임 Q , 설수모임 R , 복소수모 
임 C 에서 

2gN, -2gZ, -gQ, V 2 gR, 2 + 3/ 이 다. 

^ 은 

AcB, Az)B 일 때 A 와 B 는 같은 모임 이 라고 부르고 A = B 로 표시 한다. 

aT ^ (x - a)(x - b ) = 0 외 풀이 모임 A , X 고 一 (a + Z?)x + aZ ? =0외 풀이 모임 을 B 
라고 하면 A=B 


두 모임 A , B 외 합 AUB , 적 AflB , 차 A\B 는 다옴과 같다. 



모임 U 를 하나 정 해놓고 그 부분모임 을 생 각할 때 처 
옴에 정한 모임 U 를 전체모임이 라고 부론다. 

앞으로 모임 A , B , C , ••• 라고 하면 이 것 들은 전체모 

임 U 외 부분모임으로 보겠다. 



U \ A 를 A 외 나 EH 지모엄이라고 부르고 A 로 표시 한다. 그림 7-2 


aTj ) 3 개 원소로 된 모임 U = { a , b , c } 외 부분모임 은 

( f ) , { a }, { b }, { c }, { a , b ), { a , c }, { b , c }, { a , b , c } 

이 다. 이때 부분모임을 원소로 가지는 모임외 원소들외 개수 

^3 + ^3 + ^3 + ^3 

이다. 이것은 

(l + 1)^ = C3 + C3 + C3 + cl = 1} =8 
로 계산할수 있다. 
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N 개의 원소로 된 모 g ] 에서 부분모임을 모두 만될 W 그것들을 원소로 가지는 
모임을 만들 [[fl 이 모임의 원소수볼 구하는 공식을 찾아라. 




3각형 모임 을 전체모임 U 로 보고 표족3각형모임 , 직 3각형모임 , 

무던3각형모임 을 A, B, C 로 표시 하였을 때 A, B, C, U 사이 외 
관계 를 모임 산법기 호로 표시해 보아라. 


모임 또는 그것 들을 모임 산범 기호로 이 어 놓은것 을 모엄식 , 모임식 들을 같기기 호 
로 이어놓은것을 모임같기식이라고 부론다. 

실례로 A, An(AUB) 등은 모임식이고 A = An(AUB) 는 모임같기식이다. 

A (Z B, A Z) B <» A = B 

이 므로 모임 같기 식 A = B 를 증명 하려 면 AczB, Az)B 를 증명 하면 된 다. 

문 모임같기식 ( AUb ) Uc = aU ( bUC ) 를 증명하여라. 

(증명) 먼저 

(AUB)UC(z AU(BUC) (1) 

를 증명하자. 

xg(AUB)UC^xgAUB 또는 X G C 
그런데 xgAUB^xgA 또는 X e B 
따라서 

X G (A U B) U C ^ (x G A 또는 X G B) 또는 X e C ^ X e A 
또는 (x G B 또는 X G C) ^ X G A 또는 xgBUC^xgAU(BUC) 

따라서 C 0 이 성 립한다. 

득 마찬가지로 하여 

(AUB)UCz)AU(BUC) (2) 

를 증명할수 있다. 따라서 (1), (2) 에 외하여 

(AUB)UC = AU(BUC) 

\ KI > 모임같기식 ( AnB)nc = An ( Bnc ) 를 증명하여라. 

(증명) 먼저 

(AnB)ncczAn(Bnc) (3) 

를 증명 하자. 

xe ( AnB ) nC^xeAnB 이고 xeC^(xeA 이고 xeB ) 이고 
xeC^xeA 이고 (xeB 이고 x g C) ^ x g A fl (B fl C) 

따라서 (3) 이 성 립한다. 
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득 마찬가지로 하여 

(AnB)ncz)An(Bnc) (4) 

따라서 (3), (4) 에 외하여 

(AnB)nc = An(Bnc) 


정리 1. 모임 A , B , C 에 대하여 


1) 

AUB=BUA , AnB=BnA 

(바 ge 적) 

2) 

( AUB ) UC = AU ( BUC ) 



( AnB ) nc = An ( Bnc ) 

(묶 § 법칙) 

3) 

AU ( BnC ) = ( AUB ) n ( AUC ) 



An (BucMAnB) u (A no 

(분배법적) 


(증명) 1) 은 u 와 n 외 외미에 외하여 분명하다. 

2) 는 례 4, 5 에서 증명하였다. 

3) AU(Bnc) = (AUB)n(AUC) 을 증명하자. 

X e Alj ( Bnc )^ X e A 또는 x e ( BflC ) ^ x e A 또는 xeB 이고 
X G C ^ (x G A 또는 X e B ) 이 고 

(xeA 또는 X G C ) ^ X G (a U B)n (a U C ) 
AU ( Bnc ) cz ( AUB ) n ( AUC ) (5) 

가 성 립한다. 목 마찬가지 로 하여 

AU ( Bnc ) z )( AUB ) n ( AUC ) (6) 

을 증명 할수 있다. 

따라서 (5), (6) 에 외하여 

AU(Bnc) = (AUB)n(AUC) 

다옴 비숫한 방법으로 하여 

An(Buc)=(AnB)u(Anc) 

를 증명할수 있다. 




모임그림을 그려 


AflB 와 AUB 가 같은가를 알아보아라. 



그림 7-3 
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정 리 2. 모임 A , B 에 대하여 

1) AflB ^ AUB 

2) AUB = AnB (쁘 H 법직) 


(증명) 1) 을 증명하자. 

xGAnB<^x^AnB<^x^A 

이 거 나 X ^ B X G A 또는 

xgB<»xgAUB 

따라서 ATTb = AUB 
2) 도 같은 방법 으로 증명할수 있 다. 


Uh @4 면저[에서 정점들의 모 gi , 모서리될의 모잎, 면될의 모임 또는 그 
원^수볼각각 A , L , P 로표시하자. 

1) A , L , P 의 원소수름 조합기호 (Z 볼 씨서 
SAIoKM 보아라. 

설31[로 면은 세 점에 의하여 하나로 정해 
질수 었으 B 로 면의 수는 정점의 수 4 에서 

3 개썩 추[한 조합 0 [라는것을 알수 었다. 

2) A - L+P 볼 

(l-iy =C,^ -Cl+C,^ -C^ +C ； =0 
을 써서 게산해보아 BK ( A - L+P 뿔 오일 3( [로록성수라고 불렀다. ) 



(주외) 이 방법은 앞으로 ^차원공간에서외 기하라고 부르는 높은 수학을 연구할 
때 그대로 넓혀져간다. 

문 제 

1. 모임같기식 ( Au §) n aubt ^ c /) 를 증명하여라. 

2. 모임같기식 AnenC ^ AUBUC 를 증명하여라. 
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련습 문제 

1. 분배법칙 An ( Buc ) = ( AnB ) u ( Anc ) 를 증명하여라. 

2. 다옴 모임같기식 이 성립하는가? 

1) AU(B\CMAUB)\(AUC) 

2) ( AUB ) n ( AUB)=AUB 

3. 다옴것 을 증명하여 라. 

1) ACB =^B(z A 2) ACB ^ AnCCBRC 

4. 모임 l> {x|x 는 20 보다 크지 않은 써수} 가 주어졌다. A, B 가 U 외 부분모 

임이고 AflB^ {3, 5} , AflB^ {7, 19} , AflB^ {2, 17} 이다. A, B 
를 구하여 라. 

제 2 절. 명제와 그 산법 

1. 명제 

옳다든가 옳지 않다든가를 쩍어서 말할수 있는 글 또는 식을 명제라고 부론다. 
그러므로 명제에는 옳은 명제도 있고 옳지 않은 명제도 있다. 

ai 0 2+3=5 옳은 명제 

2) 90° < 45° 옳지 않은 명제 


명제 a 에 대하여 a 가 율으면 1을 대융 A f 키고 a 가 을지 않으면 
0을 대융 A [킨다. Om SXfl 에 대용하는 1, 0을 그 명제의 값이라 
고 부로고 [(2] 로 표 A [한다. 


ai 2^ 1) a : 2등번3각형외 두 입각은 같다. [a] = l 

2) b : 직3각형에서 빗번이 제일 작다. [b] = 0 

3) C : 3각형외 아낙각외 합은 2; z ■ 이 다. C =0 

문 제 

다옴것 에서 명제 를 찾고 옳은 명제 와 옳지 않은 명제돌을 같라내 여 라. 

1) 직3각형에는 무던각이 없다. 

2) sin 2a = 2 sin a cos a 

3) 2 차방정식은 2 개외 풀이를 가진다. 
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2. 명제산법 

명제들에 •••아니다. } , •••이고•••이다. ) , •••또는 •••) , •••이면•••이다. } 

등외 말을 이어서 새로운 명제를 만드는것을 명제외 합성이라고 부론다. 

이때 새로 만돌어진 명제를 함성명제라고 부론다. 

부정명제 


명제 a 에 대하여 « a 가 아니다. » 라는 Afl 로 S 명제뿔 만될었을 
m 이것을 명제 ^ 의 부정명제 51 고 부로끄 a 로 SA [한다. 


ai 1 그 a : 3각형외 아낙각외 합은 2직각이 아니다. (옳지 않은 명제) 
a : 3각형외 아낙각외 합은 2직각이 다. (옳은 명제) 


부정 명 제 a 외 명 제값은 다움파 같다. 



이 와 같이 명 제 값을 표로 표시한것 을 명제값표라고 부론다. 


합명제 


두 m \ a , MH [ 대하여 a , byiSBl 하*나라도 물으면 을다고 보 

는 새로운 m \ « a 또는 b 0 [CK »볼 m \ ^와 z ? 의 함명제라 
고 부로고 awb 로 HA [한다. 


는 a , Z ? 가 함께 옳지 않으면 옳지 않다. 
그러하여 외 명 제값표를 쓰면 다옴파 같다 
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a 평행직선에서 엇각은 같다. ) (옳은 명제) 

/?；«평행직선에서 같은자리각은 다르다.) (옳지 않은 명제) 

awb \ «평행직선에서 엇각은 같거나 또는 같은자리각은 다르다. » (옳은 명제) 


적명제 


두 명제 a , byiSBl 하나라도 율지 않 S 것이 있다면 을지 않다고 보 

는 AH 로문 명제 <0 0[고 bO \ a . » 뿔 명제 ^ 와 Z ? 의 적명제라고 부로 
고 (2 aZ ? 로 표 A [한다. ([[ [{로는 로 표 A [한다. ) 


a 나는 a , 6 가운데 하나라도 옳지 않은것 이 있다면 옳지 않다. 
그러하여 (2^/? 외 명 제값표를 쓰면 다옴파 같다. 



ai 3^ 그림 7-4 에서 직선 P，q 는 어기는 직선이다. 

(2 ^ 직 선 ^ 는 평 행 이 아니 다. ) (옳은 명 제 ) 

6 ^ «직선 ^는 사귀지 않는다. ) (옳은 명제) 

직선 /^^는평행도 아니고 사귀지도 
않는다.) (옳은 명제) 



그림 7-4 


[나름 명제 


두 명제 a , MH [ 대하여 a 가 율고 6 가 율지 않을 [[[[만 율지 않고 
다른 [[[(는 을다고 보는 Afl 로문 명제 iaOm bO [다. » 뿔 명제 a , b 의 
[[H 름명제라고 부로고 a^b 로 SA [한다. 


그러하여 (2^/? 외 명 제값표를 쓰면 다옴파 같다. 


a 

b 

a —>b 

1 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

1 
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a ： (3 각형에서 두 번은 같다. » 

- ^ b : «3각형에서 두 각은 같다. » 

(2^/?： «3각형 에 서 두 번 이 같으면 두 각은 같다. ) 

따름명제 ^나/?에서 명제 ay \ 성립하는 대상들외 모임을 A, 명제 가 성립하 
는 대 상돌외 모임 을 B 로 표시할 때 A 와 B 가 어 떤 전체모임 U 외 부분모임 인 경 우를 
보자. 

aTs ^ «옹근수는 6외 배수이다.) 

b ： «옹근수는 합성 수이다. ) 

이때 따름명제 

a ^ b ： «옹근수가 6외 배수이면 그 수는 합성수이다. » 는 옳다. 

명 제 a 가 성 립하는 대 상돌외 모임 을 A, 명 제 가 성 립하는 대 상돌외 모임 을 B 
라고 할 때 A 와 B 는 모두 전체모임 U 외 부분모임 이 라고 하자. 

이때 명제 a 옳으면 A (Z B 이 고 그 거끌도 성 럽 한다. 

이때 따름명제 a^b 를 a^b 로사 쓰기로 한다. 

동등 명제 


두 명제 a , bow 대하여 {aOm 6 0[고 6 Of 면 a 이다. » 라는 
명제뿔 동등명제라고 부로끄 Cl<r 나로 표 A [한다. 


동등명 제 (2 아 6 외 명 제값표를 만들면 다옴파 같다. 


a b 

a 

b ^ a 

a < r 는 b 

(a —> b ) A (b ~ 나 a ) 

1 1 

1 

1 

1 

1 0 

0 

1 

0 

0 1 

1 

0 

0 

0 0 

1 

1 

1 



2등번3각형 ABC 에서 (그림 7-5) 
a : «AABC 에 서 AB=AC 이 다 . » 
b ： « 스 ABC 에 서 ZB = ZC 이 다. » 


a^b : (스 ABC 에서 AB=AC^ ZB = ZC » (옳은 명제) 

: « AABC 에서 ZB = ZC ^ AB = AC » (옳은 명제) 
^ 때나 /? : ( 스 ABC 에 서 AB = AC ^ ZB = ZC » 

(즉 스 ABC 에서 AB=AC 와 ZB = ZC 는 동등하다.) 
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그림 7-5 










































명제 외 합성 을 명제산법이 라고 부르고 우에서 본 명제 외 산법 기 호 V, 나, 다 를 
론리 기호라고 부론다. 

명제들에 론러기호를 여러가지 결합하여 보다 복잡한 합성명제를 만들수 있다. 
따름명 제 a 나 Ml 서 조건 a 가 성 럽 하는 대 상들외 모임 을 A, 결 론 Z? 가 성 럽 하는 
대 상들외 모임 을 B 로 표시할 때 A, B 가 어 떤 모임 U 외 부분모임 인 경 우를 보자. 

명제 (2 가/? 에서 b 는 a 이기만 하면 충분하다. 그러하여 a 를 Z ? 이기 위한 춤분 
조건이라고 부론다. 

다옴으로 ^가/?에서 ^이기 위하여 필요한 조건은 Z ? 외에도 더 있을수 있다. 

실례 로 ^•직2등번3각형 

b :두 번이 같은 3각형 

C ： 직3각형 (같은 두 번 이 만드는 각이 직 각) 

으로 놓으면 (2 이 기 위 하여서 는 6도 필요하고 C 도 필요하다. 

어쨌든 (2 가 Z ? 에서 a 이기 위하여서는 반드시 by \ 필요하다. 

그러하여 b 률 ^이기 위한 월요조건이 라고 부론다. 

그러면 에서 (2 는 이기 위한 필요조건도 되고 충분조건도 된다. 

따라서 ac 냐를 «a 이기 위해서는 Z ? 일것이 필요하고 충분하다.) 고도 말한다. 

려^ 0 1) 두 직선이 평행이 되기 위하여서는 같은자리각이 같을것이 필요하고 

중분 하다. 

2) 4각형이 평행4번형이 되기 위하여서는 한쌍외 맞은번이 평행이고 
같을것이 필요하고 충분하다. 

문 제 

1. 4각형 이 원에 내 접하기 위한 필요하고 충분한 조건을 말하여 라. 

2. 4각형이 원에 외접하기 위한 필요하고 충분한 조건을 말하여라. 

3. 옳은 명제 이면 A=B 이 겠는가? 

4. a ^ by \ 옳지 않은 명제일 때 ACB 가 아니라는 실례를 들어보아라. 

련습 문제 
1. 명제 a ：2<3 

각형외 세 아낙각외 합은 ;r 이다. 

에 대 하여 a , &를 만들고 ch a , Z ?, Z ? 외 명 제 값을 말하여 라. 
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2. 다옴 명제들외 명제값을 말하여 라 . 

1) 3 각형 외 아낙각외 합은 2ZR 또는 3ZR 이 다 . 

2) a:3<2, Z?:(~3)-(~2) = 6 일 때 awb, avb, av b, aw b 

3) a : 3 + 5 = 7, 6:2+ 6 = 8 일 때 av b, av b, avb, av b 

3. 다옴 명제들외 명제값을 말하여 라 . 

1) 3 각형 외 아낙각외 합은 3ZR 이 고 4 각형 외 아낙각외 합은 2ZR 이 다 . 

2) a : 1 < 2, Z?:3<4 라고 할 때 a A b, aAb , a Ab, a/\h 

4. 다옴것을 말하여 라 . 

1) 네 점이 한 원둘레 , 한 구면에 놓이기 위한 충분조건 

2) 3 각형 외 한 각이 직 각이기 위한 충분조건 

3) 두 직선이 평행 이기 위한 필요충분조건 

5. 다옴외 명제에서 _ 에 맞는것을 써넣어라 . 

1) x=7=0 은 이 기 위한 _ 이 다 . 

2) aSO 은 a>0 이 기 위한 _ 이 다 . 

3) <2<0, /?<0 은 a+b< 0^1 위 한 _^1 다 . 

(1) 필요조건 (2) 충분조건 (3) 필요충분조건 

제 3 절 . 명제의 산법법직 

두 합성명제가 목같은 명제값표를 가질 때 두 합성명제는 같다고 말하고 기호 
« = » 를 써 서 표시 한다 . 

정리 1. 명제 a , 에 대 oKM 

1) a\/b= by a 
aAb= bAa 
{a b) = {b a) 

2) (aVb )Vc=«V(6Vc) 

(aAb )Ac=a/\{bAc) 

3) a\l {bAc) = {a\/b) A («Vc) 
a/\ (b Vc) = (aAb ) V («Ac) 


(HFSa 적) 

(묶 ga 적) 
(분바{법적) 
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(증명) 바꿈법칙 1) 파 묶옴법칙 2) 가 성립하는것은 분명하다. 분배법칙 3) 외 첫째 
식 을 증명하자. 그러 기 위하여 아래 외 표와 같은 명 제 값표를 만들자. 














표에 서 보는것 처 럼 av (6/\ c ) 와 (a V Z ?)/\ ((2 V c ) 는 같은 명 제 값표를 가 
진다. 

그러 므로 a V (b A c ) = (av b ) A (a V c ) 

분배법칙 3) 외 둘째 식도 우에서와 같은 방법으로 증명할수 있다. 




1. a Ab ^ a V Z ? 외 


명 제값표를 만들고 같은가를 알아보아라. 


a b 

a b 

a A b 

a Ab 

a w b 

1 1 

1 0 

0 1 

0 0 

0 0 

0 1 

1 0 

1 1 

1 

0 

0 

0 





앞으로 론러산법에서 묶음표가 있지 않을 때에는 계산을 - V, A, 아 순서 


로 하기로 하겠다. 
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명제 (2 나/? 에 대 하여 명제 b^a 를 거꿀명제, 

명제 ^ 나/ >에 대하여 명제 를 안명제 (또는 부명제), 

명 제 ^ 나 /? 에 대 하여 명 제 b 를 거꿀안명제라고 부론다. 

이것을 하나외 표로 묶으면 다움과 같다. 



정리 3. SX-If a ^ b 9 .[ OOf 거 g 안명 Xfl 6 나 ^는 같 S 명 THf 이다. 


(증명) 명제값표를 만돌면 



그러 므로 (a 나 b ) = (b a ) 

우외 정리에 외하여 a^b 를 증명할 대신에 & 나^를 증명하여도 된다. 이것 
귀유법 에 속한다는것 을 알수 있 다. 

5([ ^ {a ^ a \ (a 나 Z ?) 구드 (a 나 Z ?) 를 증명 하여 라. 

(증명) 명제값표를 만돌면 


aba b 

a 

b 나 CL 

a ^ b 

110 0 

1 

1 

1 

10 0 1 

0 

1 

1 

0 110 

1 

0 

0 

0 0 11 

1 

1 

1 
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따라서 


이려하여 어떤 명제가 옳다고 하여 그것외 거끌명제, 안명제가 반드시 옳다는것 
은 아니라는것을 알수 있다. 

문 제 

1. 다음 식을 증명 하여 라. 

1) (2 V {a A b ) = (2 2) a A{av b ) = a 3) avb = aAb 

2 . 다옴 식 이 성 립하겠는가? 

1) a A\b W ajA c = a v{b a a)v c 2) a ^{b ^ c) = a Ab ^ c 

3) [aw Z?)a c = a Abvc 

용 구 


« 조건 A 뿔 만족하는 점의 자리길은 B 0 [CK » 볼 증명할 [[fl 

1) 조건 A 볼 만족 A [키는 점은 B 우에 놓인다. 

2) B 우에 [는 점은 조건 A 볼 만족 A [킨다. 

뿔 [다졌다. 

1. 명 THf 들 AK ) [의 관계볼 써서 1), 2) 볼 여 a 가지로 UPWH 보아라. 

2. Df (개의 1), 2) 볼 «두 점 A , B 로갈은 거리에 었는 점의 자5[길 
은 선분 AB 의 수직2등분선이다. » 뿔 증명하는0[ 적용해보아 BK 


련습 문제 

1. a ： 3 < 5, 6：2>3 이라고 할 때 다옴 명제돌외 명제값을 구하여라. 


\—/ \—/ 




1 ) a, b, av b, aw b 


2 ) a A b, a A b, a Ab 
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2. 다옴 같기 식 이 성 립하겠는가? 

1) aw {a Ab) = aw b 2) vZ?)= (a vZ?)/\(a vZ?)/\Z? 

3. 명 제 « ZB 가 무던각이면 스 ABC 는 무던3각형 이 다. » 와 그외 거 끌명 제 , 안명 제 , 
거끝안명제에서 옳은 명제로 되는것을 찾아라. 


복습 문제 1 

S ___, 

1. 다옴 모임같기식을 증명 하여 라. 

1) ( AUB ) n ( AUB )= A 

2) An ( AUA )= A 

2. a ：3-2 = 0, 6-3 + 2 = 5 일 때 다옴 명제외 명제값을 말하여라. 

a Ab, b V a, {a w b) a b, (a aZ?)v (a aZ?) 

3. 다옴 명 제 같기 식 을 증명하여 라. 



2 ) 


avb = b Alav 



4. 다음 같기식 을 증명하여 라. 

1) (a V Z?) A (a V Z? 

2) {aw bw c ) A{a Ab Acw d )= a Ab Acw {aw bw c ) Ad 

3) (a V Z?) A (a V c) = (a A c) V (a V c) A Z? 

5. 다음 _ 에 맞는것을 써넣어라. (필요조건, 충분조건) 

1) 0니 i 3 가 설수이기 때 문에 a + i 3 , cm 3 가 다 실수라는것 은 
아니 다. 


이 지 만 


0 
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2) ^)=^2(2이기때문에 — = c 는 _이지만 _은 아니다. 

a 

6. p . ^가 두개외 명제 이고 ip 또는 외 부정 이 옳다면 아래에서 반드시 있게 되 
는것은 ( ) 이다. 

1) P 옳다, q 옳다 

3) P 옳다, q 옳지 않다 




2) P 옳지 않다, q 옳지 않다 
4) P 옳지 않다, q 옳다 


모엄론으 I 창시자 - 칸토르 

칸토로 (18450-19180) 는 도0[월린:드수학자로 M 모문 수학리론의 기 
^ 도[는 모 g ] 론을 창 A [5 h 였다. 그는 유한모잎에서 원소의 개수개념을 무 
한모잎에로 일반화하여 무한모잎에서 원소의 개수개념을 저음으로 정의하 
고 무한모 g ] 을 다투는 새로문 방법을 LH 놀았다. 칸토로가 모 gj 론을 LH 놓 S 
당시 사람들은 그의 섬오한 리론을 리해하지 못하«으여 오 S[a 가테*게 
비든 R / K [ 였다. 

그는 정신적장 0 H 뿔 받아 병원에 업원하게 도[였으나 병원에서도 모잎론 
에 대한 연구름 계속 진행하였으며 모 g ] 론을 창 A [ m 였다. 칸토로가 LH 놀은 
모 gj 론 S 그가 족은지 30 H 이 지나서야 수학의 엄격한 건설을 시도하는 
파정에 수학계의 인정을 받게 도[였으며 오늘에 오[서는 모은 수학 H [론의 기 
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게 8 광. * 움4•과 찬럼을 가^ 크연 



도형으 I a 환 


산법을 가진 모엄 































제 1 절. 도형으 I a 환 


1. 도형의 번환 

평면에서 평행 이동, 회전이동, 측대청이동파 같이 평면외 모든 점모임을 평면외 점 
모임으로 넘기는 1:1넘기기를 번환이라고 부론다. 

어 떤 변환 /에 외하여 어 떤 도형 F 가 다른 도형 Fi 로 넘 어 갔다고 하자. 

이때 / 를 F 외 도형 Fi 에로외 변환이라고 부를 때도 있다. 




1. 평 행 이동에 외하여 3각형 은 어떤 3각형 으로 넘 어 가는가? 


2. 중심닮옴번환에 외 하여 3각형 은 어 떤 3각형 으로 넘 어 가는가? 


도형 F 뿔 그와 합동인 도형으로 넘기는 H 환을 합동번환이라고 부로며 
그와 if 은 도형으로 넘기는 a 환을 ib " 읍번환이라고 부 Mil % 


합동변환은 크기 와 모양을 번하지 않게 하는 번환이고 닮음변환은 크기 는 번할수 
있으나 모양은 번하지 않게 하는 번환이다. 

그림 8-2 에 서 도형 Fi 은 도형 F 를 중심 닮옴번환한것 이 고 도형 F 2 는 도형 Fi 을 회 
전 이 동한것 이 다. 

그러므로 F 1 = F2 , F ^ F 2 이 다. 

또한 도형 F 2 를 Fi 로 넘기고 Fi 을 F 로 넘기는 번환도 생각할수 있다. 

도형 F 와 F 2 가 닮옴도형 이면 합동번환파 중심 닮옴번환을 적 당히 하여 F 를 F 2 로 넘 
길수 있 다. 

이 렇게 하는것을 번환의 합성이라고 부론다. 
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제 


1. 다움 번환에서 합동번환, 닮움번환을 찾아보 
아라. 

평행이동, 회전이동, 측대청이동, 중심닮음변환 

2. 그림 8-3 에서 £// JZi 이 다. 

스 ABC 를 AABCi , 스 ABC2 로 넘길 때 번하 
지 않는것은 무엇인가? 이 번환은 합동번환 
인가, 닮음번환인가? 

변환들가운데는 모양과 크기가 번하는 번환 
도 있다. 



그림 8-3 


aTi ^ 1) 관을 프레스로 눌러 물건을 만들 때 



그림 8-4 


2) 자동차바퀴외 쥬브에 바람을 넣을 때 


Cl 
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그림 8-6 

























2) 쇠줄을 늘일 때 끊어지거나 두 점이 겁처는것 


1) Ai A 2 Bi 

> - • - - •- 



0 A, B^Ai 



그림 8-7 

례 1외 변환에서 면, 선들외 이어진 상태는 달라지지 않는다. 


일반적으로 면들, 선될의 OKH 진 4 KH 가 그대로 었는 H 환을 
련속번환이라고 부 M 다. 


여기서 면파 선들외 크기와 모양은 달라져 
도 좋고 달라지지 않아도 좋다. 

합동변환, 닮옴번환, 련속번환사이에는 다 
옴과 같은 관계가 있다. 

(련속번환외 모임 ) !)(닮음변환외 모임 ) !) 

(합동번환외 모임) 



ai 3 ^ 그림 8— 9외 1) 파 같이 직4각형 F 를 말아서 Fi 파 같은 도형 으로 1:1 
로 넘 기면 이 넘 기 기는 련속번환이 다. 그러 나 과 같이 직4각형 F 를 말 
아서 원기등외 옆면 F 2 로 넘긴다면 이 넘기기는 련속번환이 아니다. 이 
때에는 F -는 F2 에 서 

A, C —^ A 1 \ M , N —^ Ml \ B, D ~^ Bi 




A 

M 


B 


C 

VE 

- N 


D 






Mi(Ni) 



Bi(Di) 


Fi 


그림 



F 2 
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ai 4 그 그림 8-10 과 같이 원기등옆 


면 F 를 그 옆면외 전개도 
Fi 로 1:1로 넘긴다면 이 넘 
기기는 번환이다. 

(여 기서 Fi 외 점선으로 표시 
한 번 에 는 AB 가 대 응하지 않 
는다고 본다.) 

이 번환은 F 에서 이어져있 



C 


겨 


D 


B 

F 


던 선 CD 가 Fi 에 서 는 끊어졌기 때 문에 


Ai - 

El - Cl rv 

bJ - 


Fi 

그림 8-10 
련속번환은 아니다. 


문 제 

1. 그림 8-11 과 같이 전등불에 외하여 원 F 외 그림 자가 구면에서 곡면 Fi 로 나라 
났다. F ^ Fi 은 련속변환이 라고 말할수 있는가? 또 닮옴번환이라고도 말할수 있 
는가? 



2. 그림 8-12 와 같이 F 를 구부려 Fi 을 엄 었다. F ^ Fi 은 련속변환이 라고 말할수 있 
는가? 
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그림 8-12 


















2 . 도형으 I 련속번환 
1) 선으 I 련속번환 
(1) 선분의 련속번환 

선분을 련속번환하면 그림 8— 13파 같은 여 러 가지 모양외 선을 얻 는다. 




그림 



선 -1), 1_), n ), 근)들은 모두 어느 하나를 다른것들로 련속번환할수 있는것들 
이다. 이런 선들외 그 모양과 길이는 다를수 있으나 다옴파 같은데서는 다 같다. 

(D 벌어진 선이다. 

(D 이 선을 한점에서 끊으면 두 부분으로 나누어진다. (그림 8—14) 



(3) 평면에서 이런 선은 평면을 두 부분으로 나누지 않는다. 선에 놓이지 않는 임외외 
두 점 A , B 도 그 선파 만나지 않는 선으로 이을수 있다. (그림 8-15) 


(2) 원둘리 I 으 I 련속번환 

원들레 를 련속번환하면 그림 8-16 과 같은 여 러 가지 모양외 도형 을 얻 는다. 







n) 

그림 8-16 


근) 


선 -1), 1_), n ), 근)들은 모두 어느 하나를 다른것들로 련속번환할수 있는것들 


이다. 이런 선들은 그 모양과 길이는 다를수 있으나 다옴파 같은데서는 다 같다. 
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® 다문선이다. 

(D 이 선은 한 점에서 끊어도 두 부분으로 나누어지지 않는다. 두 점에서 끊어야 
두 부분으로 나누어 진다. (그림 8-17) 

(3) 평면에서는 다문선에 외하여 평면이 아낙파 바깡으로 나누어진다. 아낙점파 
바깡점 을 맺 는 선은 반드시 이 선과 만난다. (그림 8-18) 


2) 면으 I 련속번환 

(1) 바른4각 S 으 I 련속번환 

바른 4 각형 을 련속번환하면 그림 8-19 와 같이 여 러 가지 모양외 도형들을 얻는다. 


I ^ 

근) 

그림 8-19 

면 -1), 1_), n ), 근)들은 모두 어느 하나를 다른것들로 련속번환할수 있는것들이 
다. 이런 면들은 그 모양과 크기는 다를수 있으나 다옴파 같은데서는 다 같다. 

® 벌려져있는 면이다. 

(D 도중에서 자기꺼 러 만나지 않는다. 

(3) 이 면을 그림 8— 20파 같이 그 둘레외 두 점을 맺는 선을 따라서 한번 자르면 
두 부분으로 나누인다. 

(D 이런 면은 공간을 두 부분으로 나누지 않는다. 면에 놓이지 않는 임외외 두 점 

A , B 도 그 면파 만나지 않는 선으로 이을수 있다. (그림 8-21) 


그림 8-20 그림 8-21 
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(2) 구면의 련속번환 


구면을 련속번환하면 그림 8-22 와 같은 여 러 가지 모양외 도형 을 얻는다. 

0 0 로^ 

~0 0 1=) 근) 


그림 8-22 

면 -1), 1_), n), 근)들은 모두 어느 하나를 다른것들로 련속번환할수 있는것들 
이다. 이런 면들은 그 모양파 크기는 다를수 있으나 다움파 같은데서는 다 같다. 

® 다물어져있는 면이다. 

(2) 도중에서 자기꺼러 만나지 않는다. 

(3) 이 면을 그림 8-23 에서 와 같이 그 우에 있는 다문선 J2 을 따라서 한번 자르면 
두 부분으로 나누어진다. 

(4) 이 런 면 에 외하여 공간은 아낙파 바깡으로 나누어 진 다. 아낙점파 바깡점 을 맺 
는 선은 반드시 이 면파 만난다. 



그림 8-25 와 같은 그라프에서 마디 
점 A 로부터 B 에 로 가는 «길 ) 은 여 러 
개 있다. 실례로 길 ACB, AEB, AB 등 
은 다 길이다. 

길가운데서 길 AEBCA 와 같이 제 자러 
로 돌아오는 길을 Ch 문길이라고 부론다. 

다문길이 없는 그라프를 나무라고 부 

른다. 




그림 8-25 


나무에서 마□점의 수볼 m , 마□의 수볼 « 이라고 하면 놀 

m -n=\ 


() [다. 
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이것은 나무를 만드는 과정을 보면 알수 있다. 즉 마디수가 1인 나무에서 
m -^=2 -l = l 인데 마디 를 하나씩 늘일 때 마다 마디점 도 득 하나씩 는다. 

이 러 하여 어 떤 나무에 서 나 m - ^에 는 번화가 없 이 늘 1 이 된 다. 즉 늘 

m-n = 1 













그림 8-26 


그림 8-27 과 같이 어떤 면에 놓인 그 
라프에 서 마디 에 외하여 들러 막힌 평 면외 
유한부분을 그라프외 면이 라고 부를 때도 
있다. 



정리 1. 평면에 놓인 그라프에서 마□점의 수볼 m , 마□의 수볼 면의 수볼 

P 라고 of 면 m - n + p =\ 


(증명) 그라프로부터 나무를 만들려면 그라프외 면을 없애야 한다. 면을 하나 없애 
려면 그 면에 붙어있는 마디를 하나 떼여버러면 된다. 

실례로 그림 8-28 에서 마디 ( D 을 데면 면 I 이 
없어지고 마디 @을 데면 면 in 이 없어진다. P 
개외 면을 다 없애려면 개외 마디를 떼여버려 
야 한다. 그러므로 m 개 마디점파 ^개외 마디 그 
리 고 개외 면을 가진 그라프에 서 개 외 마디 
를 데 여 버 러 고 마지 막에 나무를 만들었 을 때 이 
위 상그라프외 마디점외 수는 m 그대 로이 고 마디 
외 수는 ^ 로 된다. 



그러면 나무외 성 질에 외하여 

m -( n - p)=l 
n + p=l 


그림 8-28 


m 


이런 증명수법을 «즐엄법) 이라고 부론다. 


정리 2. (오일 3( [로정리) 다면저[에서 정점의 수름 m , 모서리수볼 n , 

면의 수름 P 라고 of 면 m-n^p=2 
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(증명) 다면체외 겁면에서 한 면을 떼내고 바른4각형면에 련속번환하면 그림 8-29 
외 ^) 파 같은 그라프를 얻을수 있다. 이때 마디점외 수는 m , 마디외 수 
는 ^ 면외 수는 P ~ 1 이 다. 따라서 정 러 1 에 외 하여 

m - n + ( p - =1 


. . m — 


P 



C 




이 것은 에서 한면을 다시 붙인 "0 에서외 m , n , 사이외 관계 이 다. 

일반적으로 다문면에서 m - n + P 를 오일러 I 르특성수라고 부론다. 

(주외) 우외 증명 수범을 이. 씨. 지만외 « 외과수술방법) 이라고 부론다. 도형을 자 
르고 붙이 되 마지 막에 는 제자러 로 돌아가게 한다. 이 증명수법 은 줄임법파 
함께 앞으로 높은 단계외 기 하를 학습하고 연구할 때 널 러 쓰이 게 된 다. 

정 려 2외 공식 은 볼록한 다면체뿐아니 라 오목한 다면체 에 서 도 늘 옳다 . 또한 다 
면체외 겁면을 련속번환하여 얻은 도형에 대해서도 늘 옳다. 

문 제 

1. 그림 8-30 외 그라프들에서 몇개외 마디를 데 여 버 러면 나무가 되겠는가? 설지 나 
무를 만들어보아라. 





그림 8-30 
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2. 그림 8-31 에 있는 세 도형가운데 서 어 느 하나를 련속번환하여 다른 하나를 얻 을 
수 있겠는가? 



3. 원둘레를 그와 사귀지 않는 직선을 측으로 하여 돌릴 때 고리형면이 생긴다. (그림 
8-32) 구면을 고리형면으로 련속번환할수 있는가? 





그림 8-33 


4. 그림 8-33 과 같은 고리 형 면에 두 다문선 £과 JZi 이 있 다. 다문선 £과 을 따 
라 자르면 그 고리형면이 둘로 나누어지겠는가? 


련습 문제 

1. 어떤 도형 F 에 두 평행이동 ~ a , b 를 거듭 설시하여 (합성) 로 넘기였다. 

도형 F 를 로 넘기는 평행이동 C 가 있는가? 

이 합성 을 평 행 이동 ^ & 외 더 하기 라고 부르고 a + b 로 표시 한다. 

2. 어떤 도형 F 에 두 회전이동 0(^0, 를 거듭 설시하여 (합성 ) 로 넘기였다. 

도형 F 를 로 넘기는 회전이동 003) 이 있는가? 

이 합성 을 회 전이동 O ( a ^) , 00 ^ 2 ) 외 더 하기 라고 부르고 0(^1)+ 00 ^ 2 ) 로 표시 
한다. 

3. 그림 8-34 외 4각형에 대각선이 그어져있다. 이 도형을 다움파 같이 번환할 때 달 
라지 는것 과 달라지 지 않는것 을 각각 X 와 0 로 표시 하여 라. 
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변외 길이 

각외 크기 

면 적 

모 양 

합동변환 





닮옴번 환 





련속번환 







A D 



그림 8-34 


자동자쥬브면에 그려 X =| 었는 그 BE 가 그림파 길이 주 ( HX =| 었다. 

0 [[대 m - W 얼 DK ) [겠는가? 

1) 자동자쥬브면을 그림파 같이 다문선 £ 로 자로고 구멍을 면 
«1, «2로 막으면 구면을 련속번환한 면에 그려전 그라프로 볼 
수 었는 7 K ? 

2) 0 [[[tl m - w +/7=2 라^을 알고 면 ai , a 2 뿔 제거하고 저음 

로 만들 [[fl 마□점수, 마□수, 면의 수가 달라지는것을 보고 
m -n +/7뿔 계산 5 H 보0 FBK 


제 2 절. 산법을 가진 모엄 




1. 산법 


[CCig 기 : 


두 설수 3파 a / 조외 렬 (3, V 2 )i 수 


3+ V 2 , 3~ a /2 , 3 V2 , 


3 

71 


을 각각 대응시 킬 때 그 대응규칙을 알아보아라. 

2 ) 두 복소수 1+6/, 1-6/ 외 렬 (1+6/, 1-6/) 에 복소수 2, 12/, 
을 각각 대응시킬 때 그 대응규칙은 무엇인가? 







































모 gj S 의 두 원소 a, b 의 m (a, 6) 에 한 원소 C 볼 대융시 
키는 규칙 

* * (a, b) 나 C 

볼 모임 S 에서의 산법이라고 부로며 

a^b=c 


라고 m . 


ai l) 옹근수모임 Z 외 임외외 두 원소 4 와 -3 외 렬 (4, -3) 에 4+(-3) 을 대응 
시 키 는 규칙 즉 더 하기 규칙 

* : (4, -3)^4+(-3) 

을 주면 4+(-3)=1 이므로 옹근수모임에서 더하기는 산법이다. 

여 러 마디 식 모임 에 서 더 하기 , 덜 기 규칙 도 여 러 마디 식 모임 에 서 외 산범 이 다. 그러 고 평 

행 이동 a , ^외 렬 (a , 에 평행 이동 + ^ 를 대응시키는 두 평행 이동외 더 

하기는 평행이동들외 모임에서외 산법으로 볼수 있다. 회전이동도 마찬가지다. 

문 제 

1. 두 옹근수 a, Z? 외 렬 (a, b ) , (b, a) 에 더 하기 산법 을 하여 각각 c, ci 이 얻 어 졌 다 
면 c=ci 이라고 말할수 있는가? 

2. 자연수모임 N 에 서 임 외 외 두 원소 a, Z? 외 렬 ( a, Z?) 에 If (Z? 외 a 오제 물) 을 대 응시 
키 는 규칙 을 산법 (제 물산법 )이 라고 말할수 있 는가? 

3. 임 외 외 설수 a, 에 대 하여 log 스 a 도 설수모임 에 속하는가? 산범 (로그산법 ) 이 라고 말 
할수 있는가? 




1) 자연수모임 N 외 임외외 두 


원소 a, 외 렬 (a, Z?) 에 덜 기산범 


을 하여 crb 를 얻 었 다면 늘 a-Z? 드 N 인 가? 더 하기 산법 을 하였 을 때 
는 어떤가? 

2) 복소수모임 C 외 임외외 두 원소 에 대하여 늘 a+b, a-b, ah, 


- eC 인가? 
b 


모 gJS 의 gj 의의두 원소 a , MHI 산법 * 을 하였을 [[f [ 놀 S 에 속하는 원소가 
나오면 *을 S 에서 정의된 산법 0 [라고 부로며 om S 는 산법 * 에 관하여 
닫긴다고 말한다. 
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ai 2^ 1) 자연수모임 N 은 더하기, 물하기에 관해서는 닫기지만 덜기, 나누기 

에 관해서는 닫기지 않는다. 




























2) 옹근수모임 Z 는 더하기, 덜기, 곱하기에 관해서는 닫기지만 나누기 
에 관해서는 닫기지 않는다. 

3) 설수모임 R 는 더하기, 덜기, 곱하기, 나누기에 관하여 닫긴다. 

ai 3^ 여러마디식모임은 더하기, 덜기, 물하기에 관하여 닫기지만 나누기에 관 
해서는 닫기지 않는다. 



제 


1. 복소수모임은 어떤 산법에 관하여 닫기는가? 

2. 설수모임은 제물산범에 관하여 닫기는가? 

3. 평행이동, 회전이동외 모임이 더하기산법에 관하여 닫기는가? 


2 . 산법을 가진 모임 




§•근수모임 Z 외 임외외 원소 a , b , c 에 대하여 다옴 범칙이 만족 


되는가? 

® a + b = b + a , ab=ba (바꿈법칙) 

(D ( a + Z?)+c = a +( Z ?+ c ) , { ab)c = a { bc ) (묶옴범 칙 ) 

( 3 ) ( a + b)c = ac+bc (분배 범 칙 ) 

2) 수모임 N , Q , R , C 들도 더 하기 , 곱하기 에 관하여 묶옴법 칙 을 만 
족시키는가? 


더하기 또는 급하기산법* 에 mm 모은 수모잎, 식모임은 묶 gg 적을 만족 A [킨다. 족 

( a ^ b ) * c=a * {b * c ) 

일반적으로 모문수 sg ], 식모 g ] 에서 a 기산법, 나누기산법에 관■하여 묶 gH 적, 바 g 법적이 성 
립 5 K [ ^^는다. 
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(4 2 ^ 


2 


^2 2가 


이므로 유리수모임 Q 에서 덜기산법 에 관하여 


11 U 


법칙이 성립하지 않는다. 


ai 2 



(4 2 ^ 


2 국쓰 


여 


-\1 U 


(2 2^ 

법칙이 성립하지 않는다. 


이므로 유리수모임 Q 에서 나누기산법에 관하 




더 하기 와 물하기 에 대 하여 다움 같기식 이 옳은가? 

1 ) a-^0=a 

2) aX l=a 
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더기, 급하기가 정의된 모임 S 의 임의의 원소 a 에 mm 

a + e = e + a =a , a X e = e X a = a 

인 원소 e ' 볼 령원소, 뿔 단위원소라고 부 M ： F . 

I 


31 3^^ 모든 수모임 , 식 모임 에 서 e ^ =0, 이 다. 

5([ 4 그 평 행 이동 a 외 모임 에서 0원소는 0이 다. 


할해 i 


^ 1) 옹근수모임 Z 에서 임외외 옹 



<2를 잡았을 때 


a+a =0, aXa' =1 
인 옹근수 a , a ' 가 늘 있는가? 

2) 유리수모임 Q , 설수모임 R , 복소수모임 C 에서는 어떤가? 


BWI 급5^[가 정의된 모잎 S 의 원소 a 에 대 oKM 

a+a = a + a=0, «X a 후 = X «= 1 
인 원소 뿔 a 의 반대원소, a 뿔 « 의 거꿀원소라고 부 M 다. 


ai 5 J 임외외 유리수(유리식) ^(^0) 에 대하여 

/ ^ 1 
a^y-a) = 0 , a • — =1 

a 

이므로 유리수(유리식)모임 Q 에서 a 외 반대원소는 - a 이고 a 외 거끌원소 

는 느1다. 

a 

ai 6 ^ 평행이동외 모임에서 원소 a 외 반대원소는 一 a 이고 함수모임에서 원소 
/( x ) 외 반대원소는 -/( x ) 이다. 

ai 7) 1^5=-, - 즉 자연수모임에서는 나누기산법이 정외되지 않으므로 

- 5 5 

거끌원소가 없다. 그러고 0^1사이므로 령원소도 없다. 

문 제 

1. 설수모임, 복소수모임에서 임외로 수를 하나 잡고 그것외 반대원소, 거끌원소를 찾 
아보아 라 . 

2. 유리 함수모임 , 무리 함수모임 에 서 반대원소를 말하여 라. 
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[ 1) 수모임, 식모임에서 묶옴법칙을 만족시 키며 령 원소, 반대원소 



다 가지는 모임을 찾아보아라. 

2) 또한 묶옴법 칙 을 만족시키 면서 단위원소, 거 끌원소를 다 가지 는 
모임 은 어 느 모임 인가? 


모 g] S 에 더하기산 H 이 정의도[였다고 oKK 0[[[fl 

1 ) («+6) +c=«+(6+c) , 6, c^S 

2) S 원소가^ 었다. 

3) 반대원소가 었다. 

볼 반족 A [키면 S 는 더하기에 관하여 군을 이른다고 말한다. 


우에서 더하기산법을 곱하기로 바꾸고 2) 와 3) 을 각각 

2) 단위원소가 있 다. 

3) 거끌원소가 있다. 

로 바무면 S 는 급하기에 관하여 군을 이른다고 말한다. 


ai 0 유리수모임은 더하기에 관하여 군을 이룬다. 그것은 

1) (a+Z?)+c=a+(Z?+c) a, b, c^Q 

2) OeQ : 령원소 

3) a +(- a ^ = 0, ~ a^Q l 반대 원소 
이기때문이다. 

ai 9 ^ 수모임 {0, 1} 은 1+1=0 으로 약속하면 더하기에 관하여 군을 이룬다. 
그것 은 

1) 묶음법칙이 성립하고 

2) 0+0=0, 1+0=1이 므로 령원소가 있고 

3) 0+0=0, 1+1=0이므로 0외 반대원소 0, 1외 반대원소 1이 있기때문 
이다. 



평행이동외 모임은 더하기에 관하여 군을 이룬다. 
그것은 임외외 세 평행이동 ^ 도 C 에 대하여 


\(2 -\- b )+ C = (2 



이고 령원소 0와 임외외 a 외 반대원소 -a 가 있기때문이다. 


문 제 

1. 유리수모임은 곱하기에 관하여 군을 이루는가? 

2. 설수모임은 더하기 , 물하기에 관하여 군을 이루는가? 

3. 복소수모임은 더하기, 곱하기에 관하여 군을 이루는가? 

4. 여 러 마디식 모임 은 더 하기 에 관하여 군을 이 루는가? 
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중심달동번환의 모 g ] 은 HSh 기에 관 oKM 군을 0[분다는것을 밝 m 라. 

1) 중심달음번환정의 

2) 두 중심 ifg 번환의 합성(더하기) 

3) g 원소 

4) 반대원소 

5) 군의 정의에 m 로는 조건확인 


B 련습 문제 텔 

1. 두 자연수외 렬 에 최 대 공통약수를 대 응시키 는 규칙 은 산법인가? 자연수모임 은 이 
산법에 관하여 닫기는가? 

2. 다옴외 표에 제시된 모임이 제시된 산법에 관하여 닫기는가를 따져보고 닫기면 0, 
닫기 지 않으면 X 를 표시하여 라. 


가''''법 : 

수모 잉^^^' 

더하기 

. 

덜 기 

곱하기 

나누기 

3 외 배수모임 





\a + V 의 Z? e Z 1 





참분수전체의 






3. A = {0, 1, 2, 3} 외 두 원소 a , ZH 1 I a-b | 를 대 응시 키 는 산법 을 로 표시 
하자. 

1) 이 산법 에 대 한 다움외 산법 표를 완성 하여 라. 


* 

0 

1 

2 

3 

0 





1 

1 




2 



0 

1 

3 






2) A 는 산범 에 관하여 닫기 겠는가? 

3) 바꿈범칙이 성립하는가? 

4) 묶음법칙이 성립하는가? 
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4. A = {1, 2, 3, 6} 에서 산범 는 두 원소 a , 에 그 최대공통약수를 대응시키는 

규직 이다. 

1) 다움외 산법 표를 완성 하여 라. 


* 

1 

2 

3 

6 

1 


1 



2 





3 




3 

6 






2) 단위원소가 있는가를 알아보아라. 

3) 거끌원소가 있는가를 알아보아라. 

5. 무리 식모임 이 더 하기 에 관하여 군을 이 루는가? 

[ ^ 복습 문제 ^ h 


1. 변환외 합성을 더 하기 라고 부론다. 이때 다움 번환들외 모임 이 더 하기 에 관하여 군 
을 이루는가? 

1) 합동번환외 모임 

2) 닮음변환외 모임 

3) 련속번환외 모임 

2 . 지수식외 모임이 더하기에 관하여 군을 이루는가? 

3. {1, 2, 3, 6} 외 두 원소외 렬에 그 최소공통배수를 대응시키는 산법을 기호 
로 표시 하자. 

1) 에 관한 산범표를 만들어 라. 


* 

1 

2 

3 

6 

1 





2 





3 





6 






2) A 는 산법 에 관하여 닫기 는가? 

3) 산법 ^에서 바꿈법 칙파 묶음법 칙 이 성 립 하는가? 

4) A 에 산범 >1<외 단위원소가 있는가? 

4. 옹근수모임 에 서 두 수외 렬 에 그가운데 서 작지 않은 수를 대 응시키 는 산법 을 기 호 
로, 크지 않은 수를 대 응시 키 는 산법 을 기 호 ©로 표시 하자. 
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1) 다옴외 계산을 하여라. 

3*7, 7*3, -5 *-11, -11 ^-7 

2) 산법 에 서 바꿈법 칙 이 성 립 하는가? 

3) 다옴외 계산을 하여라. 

(7^5)* 9, 7 * (5 * 9) , (-8 ^ 3) ^(-14), -8* (3* (-14)) 

4) 산범 에 서 묶옴범 칙 이 성 립 하는가? 

5) 다음외 계산을 하여라. 

6©(3©5), (6©3)©(6©5), -4© (-70-8), (-40-7) © (-40-8) , 
-9© (-60-3), (-90-6)© (-90-3) 

6) 산법 ©에 대 해서 분배법칙 이 성 립 하는가? 
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아적도 풀리지 않는 문제-쌍등이써수문제 




M [수돌 7 IS 더[는 SHF 5, 5오!* 7, 11111* 13 등 HF m \ 하 olLM AF 
이에 두고 이웃하 W 었는 M [수들이 었다. 0[ a 한 Mf 수들을 쌍등이 Ml 수라 


고 부 m . 

&템 [ M [수； 7 F 무한히 많겠는가 아니면 유한개이겠는7 F 하는 문 X " ff 뿔 

쌍등이 Ml 수문제라고 ^MCK 




쌍 go [ M [수문는 아직까지 풀리지 유명한 문 Xf 로 남아었다. 



그라프 에서 om nra a 에 mh 었는 u \ c \ a 의 수름 그 □(□정의 n 
수라고 부 MCK 그림의 그 BE 에서 nra A 의 수는40 [다. 그 HE 에서 (H 
S ncia A 에서 A \mm afi dch 꼭 한번썩 지나 제자 근 i 로 될아오는 길 
이 었을 [대 이 그라프 B 오일레르그라프 라고 부 M 다. OKU im Dfas 의 
차수가 짝수인 그 Bf 프는 오일 a [로그 BED [다. » 볼 SSOKM 5 K (? ffe 스 ffl [로그 
다 21■문 Wf 의 일반화) 
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